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1. Gegeben sei die Menge G = {a, b, ¢,d}. Ergénzen Sie die folgende Verkniipfungstabelle so, daf3
G mit ihr zu einer Gruppe wird.
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a) Wieviele Moglichkeiten gibt es? Welches Element ist das neutrale Element? Ist die Gruppe
abelsch? Finden Sie das inverses Element zu jedem Element der Gruppe.

b) Beweisen Sie durch Widerspruch dafl in jeder Zeile/Spalte der Verkniipfungstabelle jedes
Element genau einmal auftaucht.

1. Losung
Hinweis: Benutzen Sie die Gruppenaksiome und Kiirzungsregeln um die Verkniipfungstabelle
Zu erganzen:
aod=d = aist ein neutrales Element;
bob=a = b ist ein inverses Element zu b;

boc# a < bist kein inverses Element zu c;
boc # b <« cist kein neutrales Element;
boc # c < b ist kein neutrales Element;

= boc=d,;

a) Zwei Moglichkeiten:

ofalblc]|d ofa|blc|d
allalb|lc|d allalbl|c|d
1) blbla|d]|c 2) blblal|ld]c
cllcld|lal|b cllc|d|b|a
d{d|c|b]|a di{d|cl|lal|b

Das neutrale Element ist ’a’.
Die Gruppe ist abelsch.
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1)

Element Ha‘b‘c‘d

Element Ha‘b‘c‘d

Inverses Element H a ‘ b ‘ c ‘ d

Inverses Element H a ‘ b ‘ d ‘ C

b#c

bob=a cob=ua

bobob™'=qob™' cobob”

b=aob™! c¢c=aob

= b=c
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2. M BONUS Aufgabe !!!!!

Uberpriifen Sie ob die Menge G = {a’, a', a?, a®} mit der Verkniipfungsoperation

I om a4+ m< 4,
Tl dtt I 4+m >4

eine Gruppe bildet.

Erstellen Sie eine Verkniipfungstabelle und begriinden Sie Thre Antwort (iiberzeugen Sie sich
ob alle Gruppenaxiome erfiillt sind).

Losung
o |a°|al]a®]|d’
a || a | a'|a®|a®
a' | a' | a®|a’|a
a’ || a® | a’® | a | a
a’ || a® | a | a | a?

1. Abgeschlossenheit:

ZB:a'€eG,a*€ G atoa?=0a® €.

alo(a?oa®) = (a'oa?)oa®
atoa' =a*oa

3. Es existiert ein linksneutrales Element e:

a® ist neutrales Element:

a’oa' =a';aoa® =a? a’oa® = a’.

4. Es existiert zu jedem Element a € G ein linksinverses Element a~! € G so dass gilt a='oa = e.
Aus Verkniipfungstabelle:

a’ o a® = a° = a° ist linksinverses Element zu sich selbst.

a' o a® = a® = a' ist linksinverses Element zu a®.

a? o a? = a’ = a? ist linksinverses Element zu sich selbst.
3 1

a®oa' = a® = @2 ist linksinverses Element zu a'.

Die Gruppenaxiome sind erfiillt.
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3. Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und entscheiden Sie jeweils iiber Surjekti-
vitat, Injektivitéit, Bijektivitdt (mit Begriindung). Wie lauten die Umkehrfunktionen im Falle
von Bijektivitit?

Losung

a) f:R— R, z— 2?
Surjektiv

b ‘ : : : 1 1
)fZ]R+—)]R,l'I—>l'2 ] 2 4 6 8 10 x|

Injektiv 20l i

20 .

f:RT - R", 2+ 2?
o) Bijektiv

Umbkehrfunktion:

f:RY - R", 2~ o

Yo

d) f:R—R, 2~ z(1 —2?) 0 1 ~—t— 1

Surjektiv




4. Stellen Sie die folgenden Mengen von Zahlen-Dupeln in einem Kartesischen Koordinatensystem
graphisch dar. Welche der Mengen kann als Graph und damit als Darstellung einer Funktion
bezeichnet werden?

Losung

Yo

a) D, = {(z,y) e R"xR" | 2y = 1}
1
f:Rt - R", T

=<

b)

q

Dy = {(z,y) € RxR| (2° +y* — 1)y = 0}
Keine Darstellung einer Funktion.

) D, = {(2,y) €]—1, 1 xR* | (2 + 5% — 1)y = 0}
fi-1,+H] ;2 —v1—2a?

(-1, +H[:={zeR|-1<z<1})



Fakultative Aufgabe

F1. Gilt fiir zwei Elemente a und b einer Gruppe GG mit der Verkniipfung o die Gleichung

a=wuobou!

mit einem weiteren Element u aus G, so gehoren a und b definitionsgeméf einer Konjugations-
klasse oder kurz Klasse an. Weisen Sie nach:

a) Das Einselement e von G bildet eine Klasse fiir sich.

b) Fiir abelsche Gruppen gilt: Jedes Element bildet eine Klasse fiir sich.

c) Alle Klassen sind paarweise disjunkt, d.h. alle paarweisen Schnittmengen von Klassen sind

leer. Mathematisch gesprochen erfiillen damit @ und b eine sog. Aquivalenzrelation.

Losung

a)

e=uwuoeou !

e=wuou "

€E=c

b) Fiir abelsche Gruppen:
aob="boa

aobob'=boaob™?
aoe=boaob?
a=boaob !

¢) Beweis durch Widerspruch:
Seien A und B verschiedene Klassen der Gruppe G.
Seia € Aund b € B.
Angenommen ¢ € A und ¢ € B.

Dann folgt:

1 1

c=uoaou ; c=wuobou; ; u,u €G

uoaou ' =wu;obouj’

aou ' =utouobouj’

a:u_louloboul_lou
uwltou =geG;utou=g'teqd
a=gobog!
Das letztes Ausdruck ist in Widerspruch mit der Annahme, d.h. ¢ kann nicht gleichzeitig
in A und B liegen.

o er /e



