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The general theory of quantum mechanics is now almost complete. [...] The underlying
physical laws necessary for the mathematical theory of « large part of physics and
the whole of chemistry are thus completely known, [...]

P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A123 (1929) Seite 714-33
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Literatur

e L. Papula
Mathematik fiir Chemiker
Enke Verlag, Stuttgart
ISBN 3-432-88133-9, vergriffen
Signatur: Ausgabe 1982: VC 6000 P218(2),
Ausgabe 1991: VC 6000 P218(3) (10 Exemplare)

e L. Papula
Ubungen und Anwendungen
zur Mathematik fiir Chemiker
Enke Verlag, Stuttgart
ISBN 3-432-88953-4, vergriffen
Signatur: Ausgabe 1988: VC 6000 P218 U2(2),
Ausgabe 1992: VC 6000 PC218 U2(3)

e L. Zachmann
Mathematik fiir Chemiker
Verlag Wiley-VCH
ISBN 3-527-29224-1, EUR 52,95
Signatur: Ausgabe 1972: VC 6000 Z16,
Ausgabe 1974: A 813,
Ausgabe 1977: VC 6000 Z16(3),
Ausgabe 1984: VC 6000 Z16(4)+2,
Ausgabe 1990: VC 6000 Z16(4)

e N. Rosch
Mathematik fiir Chemiker
Springer Verlag, Berlin
ISBN 3-540-56824-7, EUR 24,95
Signatur: Ausgabe 1993: VC 6000 R718 (12 Exemplare)
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M. Stockhausen

Mathematik fiir Chemiker
Steinkopff Verlag

ISBN 3-7985-1025-3, vergriffen
bestellbar iiber Zentralbibliothek

o K. Jug
Mathematik in der Chemie
Springer Verlag, Berlin
ISBN 3-540-55771-7, vergriffen
Signatur: Ausgabe 1993: VC 6000 J93(2)

e [. N. Bronstein, K. A. Semendjajew
Taschenbuch der Mathematik
B. G. Teubner Verlagsgesselschaft, Stuttgart, EUR 29,95
Signatur: Ausgabe 1964: SK 110 B869(4)

e G. Brunner
Mathematik fiir Chemiker
Spektrum Verlag
Band I und Band II, ca EUR 31,00

e E.A. Reinsch
Mathematik fiir Chemiker
Teubner, Wiesbaden 2004 ISBN 3-519-00443-7
Signatur: Ausgabe 2004: VC 6000 R374 +4

o D. Gued;j
Das Theorem des Papageis
Liibbe, 2001
ISBN 3-4550-2546-3, EUR 9,95

e 5. Singh
Fermats letzter Satz
Taschenbuch, DTV, Miinchen 2000
ISBN 3-4233-3052x, EUR 10,00
bestellbar iiber Zentralbibliothek

Leider sind die Biicher von Papula vergriffen und daher nur in der Bibliothek erhéltlich.
Die letzten beiden Biicher sind zwei Beispiele dafiir, dafl Mathematik durchaus unterhal-
tend und spannend sein kann.
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6 1.2. Mengen

1.2 Mengen

D ”Unter einer Mlenge M versteht man eine Zusammenfassung von bestimmten, wohl-
unterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Gan-
zen.” (Georg Cantor 1845-1918)

mo
mq ms
my

M = {mq,mg,mg,my}
M = {ms,my, my,mo} d.h. die Reihenfolge ist beliebig
oder M = {m;li=1,..,4}
oder M = {m;|m; erfiillt die Eigenschaft ...}
speziell M = {}
oder M = (O bezeichnet die leere Menge

D Die Bestandteile oder Objekte in einer Menge nennt man Elemente. Fir “m ist
Element der Menge M7 schreibt man: m € M. Gehort ein Objekt n nicht zur Menge M,
so sagt man “n ist nicht Element von M”: n ¢ M.

Beispiel: M ={a,b,c} :a€e M,d¢g M

CAS-Beispiel | @

|
Wenn Sie das Tool Jupyter Notebook verwenden, fiihren Sie diesen Befehl aus, um inter-
aktive Plots zu erhalten. Ansonsten kénnen Sie den Befehl ignorieren.

%matplotlib notebook

Definition der Mengen M und N. Vergleiche M und N.



"""
Definition der Mengen M und N. Vergleiche M und N.
"""

M = {'a', 'b', 'c', 'd'}
N = {'a', 'b', 'c', 'd', 'd', 'a'}

M
N

"""
Offensichtlich sind beide Mengen gleich, da die Elemente d
und a in N nicht zweifach zu beruecksichtigen sind.

Die Abfrage, ob die Menge M das Element a bzw. x enthaelt,
erfolgt ueber in:
"""

'a' in M
'x' in M

"""
Liste die Elemente einer Menge M auf und bestimme die Anzahl
der Elemente.
"""

M = {'a', 'b', 'c', 'd'}
n = 0
for i in M:
    print("Die Menge M hat das Element " + str(i))
    n = n + 1
    
print("Anzahl der Elemente in der Menge M: " + str(n))

"""
Die Variable i durchlaeuft durch die
Schleifenkonstruktion for i in M: ... nacheinander
alle Elemente der Menge M. Um die Anzahl der Elemente
festzustellen, wird dabei die Variable n hochgezaehlt.
n muss zunaechst initialisiert, d.h. auf den Wert 0
gesetzt werden. Die Anweisungn n = n + 1 ist nicht im Sinne
einer mathematischen Gleichung zu verstehen, sondern bewirkt,
dass der Variablen n als neuer Wert das Ergebnis
der Operation n + 1 zugewiesen wird.
"""


HE
'CAS Python Beispiel'
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M {7aJ )b} IC) Jd)}

N {Ja) )b?, }C) )d)’ 7d), )a7}
M

N

Offensichtlich sind beide Mengen gleich, da die Elemente d und a in N nicht zweifach zu

beriicksichtigen sind.

Die Abfrage, ob die Menge M das Element a bzw. x enthélt, erfolgt iiber in:

M =
n =0
for i in M:

print ("Die Menge M hat das Element

n =n + 1

print ("Anzahl der Elemente in der Menge M:

"+ str(i))

" + str(n))

Die Variable ¢ durchlauft durch die Schleifenkonstruktion for i in M:

nacheinan-

der alle Elemente der Menge M. Um die Anzahl der Elemente festzustellen, wird dabei die
Variable n hochgezéhlt. n mufl zunéchst initialisiert, d.h. auf den Wert 0 gesetzt werden.
Die Anweisung n = n+1 ist nicht im Sinne einer mathematischen Gleichung zu verstehen,
sondern bewirkt, dal der Variablen n als neuer Wert das Ergebnis der Operation n + 1

zugewiesen wird.

D

Sind alle Elemente a einer Menge A gleichzeitig auch in einer Menge B enthalten, so

nennt man A Teilmenge von B: A C B. B wird als Obermenge von A bezeichnet: B O
A. Besitzt B Elemente, die nicht in A enthalten sind, so wird A als echte Teilmenge

von B bezeichnet: A C B.

Symbolisch lassen sich Zusammenhénge zwischen Mengen durch sogenannte Venn-Diagramme

darstellen:

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



8 1.2. Mengen

()

ACB

A ist Teilmenge von B

Beispiel: A = {a,b,c}, B=1{a,b,c,d}: ACB bzw. B2 A

D Die Vereinigungsmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zur Menge A oder zur Menge B gehdren.

M=AU B={zlre AVze B}

N/
Z

AUB
A vereinigt mit B

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B={c,d,e, f}: AU B=1{a,b,c,dye, [}

CAS-Beispiel | @

|
Bilden der Vereinigungsmenge zweier Mengen mittels des Operators union:

M={’a’, b, ¢, ’d’}
N={’a’, b, ¢, ’d’}
P = {’c’, ’d’, ’e’, 1’}
Q = {’x’, ’x’, ’z’}

M.union (N)

M.union (P)




"""
Bilden der Vereinigungsmenge zweier Mengen
mittels des Operators union:
"""

M = {'a', 'b', 'c', 'd'}
N = {'a', 'b', 'c', 'd'}
P = {'c', 'd', 'e', 'f'}
Q = {'x', 'x', 'z'}

M.union(N)
M.union(P)
M.union(Q)

"""
Kuerzer geht es folgendermassen:
"""

M | N
M | P
M | Q


HE
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 9

M.union (Q)

Kiirzer geht es folgendermaflen:

M| N
M | P
M| Q

D Die Schnittmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die
sowohl zur Menge A als auch zur Menge B gehdren.

M=AnN B={zlre ANz € B}

AN B
A geschnitten mit B

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B={c,d,e,f}: AN B={cd}

CAS-Beispiel | @

|
Bilden der Schnittmenge zweier Mengen mittels des Operators intersection:

M {2a), )b), ,C,, )d?}
N = {’a’, ’b’, ’c’, ’d’}
P={’c’, ’d’, ’e’, ’£’}
Q = {’X’, in’ )ZJ}

M.intersection (N)

M.intersection (P)

M.intersection (Q)

Kiirzer geht es folgendermaflen:

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



"""
Bilden der Schnittmenge zweier Mengen
mittels des Operators intersection:
"""

M = {'a', 'b', 'c', 'd'}
N = {'a', 'b', 'c', 'd'}
P = {'c', 'd', 'e', 'f'}
Q = {'x', 'x', 'z'}

M.intersection(N)
M.intersection(P)
M.intersection(Q)

"""
Kuerzer geht es folgendermassen:
"""

M & N
M & P
M & Q


HE
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10 1.2. Mengen

D Die Differenzmenge M zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zur Menge A aber nicht zur Menge B gehdren.

M=A\B={z|lre ANz ¢ B}

~
7

A\ B
Differenzmenge von A und B

Beispiel: A = {a,b,c,d}, B=/{c, f,g}: A\ B=/{a,b,d}

CAS-Beispiel | @

|
Bilden der Differenzmenge zweier Mengen mittels des Operators difference:

M={’a’, b2, ¢, 140}
N={’a’, b2, c?, >4}
p={:ca, ’d’, Je)’ Jf?}
Q = {’x’, ’x’, ’z’}

M.difference (N)

M.difference (P)

M.difference (Q)

Kiirzer geht es folgendermaflen:

M - N




"""
Bilden der Differenzmenge zweier Mengen
mittels des Operators difference:
"""

M = {'a', 'b', 'c', 'd'}
N = {'a', 'b', 'c', 'd'}
P = {'c', 'd', 'e', 'f'}
Q = {'x', 'x', 'z'}

M.difference(N)
M.difference(P)
M.difference(Q)

"""
Kuerzer geht es folgendermassen:
"""

M - N
M - P
M - Q

"""
Mit difference laesst sich feststellen,
ob A eine Teilmenge von B ist, da dann A \ B
die leere Menge ergeben muss.
"""

A = {'a', 'b', 'c'}
B = {'a', 'b', 'c', 'd'}

A.difference(B)  
B.difference(A)

"""
Im obigen Beispiel gilt offensichtlich A ⊂ B, aber
B ⊄ A, d.h. B ist nicht Teilmenge von A.
Dies kann man alternativ auch mit dem Operator issubset
bestimmen:
"""

A.issubset(B)
B.issubset(A)


HE
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Mit difference 148t sich feststellen, ob A eine Teilmenge von B ist, da dann A\B die
leere Menge ergeben muf3.

A
B

{7a), Jb’, )C)}
{7a7’ )b’, ICJ’ Jd)}

A.difference (B)

B.difference (A)

Im obigen Beispiel gilt offensichtlich A C B, aber B ¢ A, d.h. B ist nicht Teilmenge von
A. Dies kann man alternativ auch mit dem Operator issubset bestimmen:

A.issubset (B)

B.issubset (A)

S Rechenregeln

Kommutativ- bzw. Vertauschungsgesetze

AUB = BUA
ANB = BNA

Assoziativ- bzw. Verkniipfungsgesetze

AUu(BUC) = (AUuB)UC
AN(BNC) = (AnB)NnC

Distributiv- bzw. Verteilungsgesetze

AUu(BNnC) = (AUB)N(AUCQ)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

CAS-Beispiel | @

|
Uberpriifung der Rechenregeln:

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



"""
Ueberpruefung der Rechenregeln:
"""

A = {'a', 'b', 'c', 'd'}
B = {'c', 'd', 'e', 'f'}
C = {'e', 'f', 'g', 'h', 'i'}

##################################################

A | B
B | A
A & B
B & A

##################################################

(A | B) | C
A | (B | C)
(A & B) & C
A & (B & C)

##################################################

A | (B & C)
(A | B) & (A | C)

##################################################

A & (B | C)
(A & B) | (A & C)


HE
'CAS Python Beispiel'
Python-Quellcode


12 1.2. Mengen
A = {Ja) b, ¢’ ’d’}

B = {’C’ 42, e’ ;f;}

C = {)eJ )f:’ Jg) ’h’, :17}

A | B

B | A

A & B

B & A

(Al B) | C

A |

(B | ©)

(A & B) & C

A&

(B & C)

A |

(B & C)

(A | B & (A | C)

A&

(B | ©

(A& B) | (A& C)

D

Sind a und b beliebige Elemente, so bezeichnet (a,b) ein geordnetes Paar oder

Dupel. Entsprechend wird (a,b,c) als Tripel und (z;,22,73,...,2,) als n-Tupel bezeichnet.

D

Das kartesische Produkt M zweier Mengen A und B ist die Menge aller geord-

neten Paare (a,b), die sich aus den Elementen a € A und b € B bilden lassen.

M=A x B={(a,b)|la € Abe B}

entsprechend:

AxBxC = {(a,b,c)lac A,be B,ce C}
AXAIA2 = {(al,a2)|a1€A,a2€A}
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CAS-Beispiel } @

Bilden des kartesischen Produktes zweier Mengen mittels verschachtelter for-Schleifen:

A={’a’, :ba’; C’, ’d’}
B = {,C’, )d)}
cartesian_product = set ()

for i in A:
for j in B:
cartesian_product.add ((i, j))

cartesian_product

Alternativ bietet das Modul itertools eine Funktion zur Bildung des kartesischen Pro-
duktes:

from itertools import product

set (product (A, B))

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



"""
Bilden des kartesischen Produktes zweier Mengen mittels
verschachtelter for-Schleifen:
"""

A = {'a', 'b',' c', 'd'}
B = {'c', 'd'}

cartesian_product = set()

for i in A:
    for j in B:
        cartesian_product.add( (i, j) )

cartesian_product

"""
Alternativ bietet das Modul itertools eine
Funktion zur Bildung des kartesischen Produktes:
"""

from itertools import product

set(product(A, B))


HE
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14 1.3. Verkniipfungen und Gruppen

1.3 Verkniipfungen und Gruppen

D FEine Verkniipfung - repraisentiert durch das Symbol o — ist eine eindeutige Vor-
schrift, die zwei Elementen a und b einer Menge M ein drittes Element ¢ zuordnet.

c=a ob

Die Menge M heifst bzgl. der Verkniipfung o abgeschlossen, falls ¢ € M ist; d.h. es gilt:
c=aobeM VabeM

m Die Reihenfolge einer Verkniipfung zweier Elemente ist nicht notwendigerweise belie-
big, d.h. @ o b muB nicht gleich b o a sein !

Beispiel: M = {C¥|Drehungen’ um % - 360° (n = 0,1,2)}

3 3
CV=F
1 2 1 2
Cl =y
C3
1 2
2 3 3 1

Die Verkniipfung o zweier Elemente von M &t sich hier als Hintereinanderausfithrung
zweier Drehungen interpretieren. Das Ergebnis aller moglichen Verkniipfungen, die sich
dabei ergeben wird in der Verkniipfungstafel zusammengefafit:

‘Drehungen sind immer im mathematischen Sinn zu verstehen; d.h. bei positivem Drehwinkel gegen
den Uhrzeigersinn
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b

—_—
o E Cs Cg

FE E Cs C’§
}aob

a Cg Cg Cg E
cz | 2 E c

a o b impliziert dafl zuerst Rotation b und dann Rotation a auszufiihren ist.

D Ist auf einer Menge G eine Verkniipfung o definiert, so wird G als Gruppe beziiglich
o bezeichnet, falls folgende Gruppenaxiome erfiillt sind:

a) die Menge G ist bzgl. o abgeschlossen:
aob=ce G Va,bed

b) es gilt das Assoziativgesetz:

ao(boc)=(aob)oc Va,bceG

c) es existiert ein linksneutrales Element e, so dafs gilt:
eoa=a VYaed

d) es existiert zu jedem Element a € G ein linksinverses Element a! € G, so daf
qgilt:
aloa=e VYaed

D Fine Gruppe G wird abelsch oder kommutativ genannt, falls die Verkniipfung o
kommutativ ist, d.h. es gilt:

aob=boa VabeG

D Gruppen mit endlich vielen Elementen nennt man endlich. Die Ordnung einer

Gruppe gibt die Anzahl der Elemente an. Statt Verkniipfungstafel spricht man bei einer
Gruppe von einer Gruppentafel.

D Ist U C G, wober G eine Gruppe bzgl. o ist, und ist U ebenfalls eine Gruppe bzgl.
o, so nennt man U Untergruppe von G.

S Kiirzungsregel 1
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16 1.3. Verkniipfungen und Gruppen

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:

aob=aoc=b=c Va,b,ced (1.1)
aob = aoc
atoaob = altoaoc
——
e ob = ¢

S Jedes linksneutrale Element einer Gruppe G ist gleichzeitig auch rechtsneutrales Ele-
ment (einfach: neutrales Element ).

B Es gilt

a = eoa
atoa = atlo(eoa
e = a'o(eoaq) (1.2)
Weiterhin gilt auch
e = eoe
e = (atoa)oe
e = a'o(aoce) (1.3)

Gleichsetzen von (1.2) und (1.3) fiihrt auf a=! o (eoa) = a™' o (a o €). Anwendung der
Kiirzungsregel 1 fiihrt schliesslich auf e o a = a o e, d.h. e ist links- und rechtsneutrales
Element. Zusétzlich ist noch strenggenommen die Eindeutigkeit zu zeigen.

S Fiir alle Elemente a einer Gruppe G gilt:

(a7t =a
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B Sei b € G. Dann ist wegen d) b=' o b = e. Setze b = a~!. Dann folgt:

(aHltoa™ = e
(e toaHoa = eoca
(aHto(atoa) = a

(aHloe = a
(@) = a

S Jedes linksinverse Element einer Gruppe G ist gleichzeitig auch rechtsinverses Ele-
ment (einfach: inverses Element ).

B Seibe G. Dannist b 'ob=-¢e. Setze b = a!:

(a—l)—loa—l = e

aoa”l = ¢

D.h. a7 ! ist links- und rechtsinverses Element von a.

S Kiirzungsregel 2

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:
boa=coa=—b=c Va,b,ceqG (1.4)

B siehe Kiirzungsregel 1

S Eindeutige Losung einer Gleichung

G sei eine Gruppe bzgl. o, dann gilt:

1) acx=b=2x=alob
2) roa=b=x=boa! }Va,beG
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1.3. Verkniipfungen und Gruppen

aoxr =20
atoaoxr=alob
r=atob

entsprechend
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1.4 Funktionen

D Seien A und B zwei beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion oder
Abbildung f von A nach B

f: A— B
eine eindeutige Vorschrift, die einem x € A genau ein y € B zuordnet:

f: z—y=f(x)
y heifit Funktionswert oder Bildpunkt von x.

Die Menge aller x € A, denen durch f einy € B zugeordnet wird ist der Definitions-
bereich D(f) der Funktion.

Die Menge B ist der Wertevorrat W(f) der Funktion.

Die Menge aller Bildpunkte der Elemente einer Teilmenge U von A heifst Bildmenge
von U.

fU) = {f(@)lxeUc A}

Offensichtlich gilt: f(U) C B.

Die Bildmenge von A wird als die Bildmenge der Funktion f bzw. Wertebreich der
Funktion f, kurz Im(f), bezeichnet.

f(A) = Im(f)

Fallen B und f(A) = Im(f) zusammen, so spricht man von einer Abbildung von A
auf B. Die Funktion f: A — B wird dann als surjektiv bezeichnet.

Gilt
f(x1> = f(mg) — I = X2 le,x2 cA

d.h. zwer verschiedene Elemente x1, xo besitzen immer verschiedene Bildpunkte, dann
nennt man die Funktion injektiv oder eineindeutig.

Ist f: A — B sowohl surjektiv als auch injektiv, so nennt man f bijektiv.
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20 1.4. Funktionen

Zu jeder bijektiven Abbildung f : A — B gibt es eine Umkehrfunktion f~! mit:

ff':B— A
y—xz €A (mit f(z)=y)

Zu jeder Funktion f : A — B gehort ihr Graph G(f), der als Teilmenge des direkten
Produktes von A und B definiert ist:

G(f) = @ y)le e ANy = f(x) € B}
G(f) ¢ AxB

Anmerkung: Zu jedem z € A gibt es genau ein y € B mit (z,y) € G. Dieser Sachverhalt
bietet eine alternative Moglichkeit den Funktionsbegriff einzufithren ohne den Ausdruck
“Vorschrift” zu verwenden.

Beispiele:
e A und B sind endliche Mengen

Ax B

-
=

o @ o o o
o 0o @ o o
o @ o o o
o 0o 0@ o
@ o 0 0 0
o @ o o o
e o0 0 0o

&
[@ o o o o]

®© 06 0o 0 0 0 0 0 0 o o

e A, BCR
IR ist die Menge aller reellen Zahlen (s.u.)
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e surjektive Funktion

A BCR, f(A)=1B

Jedes y € B wird mindestens einmal als Funktionswert angenommen.

e injektive Funktion
A, B CR, f(z1) = f(72) = 71 = 23

Jedes y € B wird hochstens einmal als Funktionswert angenommen.
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29 1.4. Funktionen

A X

e bijektive Funktion mit Umkehrfunktion
A,B C IR, fund f~! sind surjektiv und injektiv d.h. bijektiv

jedes y € B wird genau einmal als Funktionswert angenommen.

CAS-Beispiel | @

Die meisten numerischen Funktionen kénnen dem Modul NumPy entnommen werden.
Zur graphischen Darstellung wird das Modul Matplotlib verwendet (beide miissen Sie
gef. zunédchst installieren). Im Folgenden sei das fiir x bzw. y dargestellte Intervall der
Definitions- bzw. Wertebereich einer Funktion f(x). Rufen Sie die folgenden Graphikbe-
fehle auf und entscheiden Sie, ob die jeweilige Funktion surjektiv, injektiv oder bijektiv
ist. Andern Sie die Aufrufe ab und finden Sie je ein eigenes Beispiel fiir eine surjektive,
eine injektive und eine bijektive Funktion.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-5, 5)
plt.axis([-5, 5, -3, 30])
plt.plot(x, x**2)
plt.show ()

x = np.linspace (0, 3)
plt.axis ([0, 3, 0, 20])
plt.plot(x, np.exp(x))
plt.show ()

x = np.linspace (-2*np.pi, 2*np.pi)
plt.axis ([-2%np.pi, 2%np.pi, -1, 11)
plt.plot(x, np.sin(x))

plt.show ()




"""
Die meisten numerischen Funktionen koennen dem Modul NumPy
entnommen werden. Zur graphischen Darstellung wird das Modul 
Matplotlib verwendet (beide muessen Sie ggf. zunaechst 
installieren).
Im Folgenden sei das fuer x bzw. y dargestellte Intervall
der Definitions- bzw. Wertebereich einer Funktion f(x).
Rufen Sie die folgenden Graphikbefehle auf und entscheiden
Sie, ob die jeweilige Funktion surjektiv, injektiv oder bijektiv
ist. Aendern Sie die Aufrufe ab und finden Sie je ein eigenes
Beispiel fuer eine surjektive, eine injektive und eine bijektive
Funktion.
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-5, 5)
plt.axis([-5, 5, -3, 30])
plt.plot(x, x**2)
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(0, 3)
plt.axis([0, 3, 0, 20])
plt.plot(x, np.exp(x))
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-2*np.pi, 2*np.pi)
plt.axis([-2*np.pi, 2*np.pi, -1, 1])
plt.plot(x, np.sin(x))
plt.show()
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1.5 Zahlen

1.5.1 Natiirliche Zahlen, Prinzip der vollstindigen Induktion

D Der “natiirliche Zihlprozef3”, der ausgehend von der “0” die natiirlichen Zahlen
(N =1{0,1,2,3,...}) erzeugt, lafit sich durch dic Peano-Axiome formalisieren:

a) Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge IN mit dem ausgezeichneten Element “0”.

b) Auf IN ist eine Abbildung v : IN — IN \ {0} erklirt, die zu n € IN den Nachfolger
v(n) angibt.

c) ny # ng = v(ny) # v(ng)

d) Enthdilt eine Teilmenge A C IN die Zahl 0 und ist mit jedem n € A auch v(n) € A,
so ist A =IN (Prinzip der vollstindigen Induktion).

Statt 0,v(0), v(v(0)), v(r(v(0))), ... schreibt man 0, 1,2,3, ...

m Alle Eigenschaften der natiirlichen Zahlen lassen sich “rein logisch” aus den Peano-
Axiomen ableiten. Insbesondere ist festzuhalten:

e Auf der Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Ordnung (kleiner, gleich, grofier)
gegeben, mit der Figenschaft: fiir beliebige =,y € IN gilt entweder z < y oder z =y
oder x > y.

e Es lassen sich die bekannten Rechenoperationen einfiihren:

—Addition
—Multiplikation

—Subtraktion
—Division

} kommutativ

Alternative Formulierung fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion:

A(n) sei eine Aussage tiber die Zahl n (n € IN). Ist die Aussage fiir n = ng richtig und
folgt aus der Richtigkeit von A(k) fiir ein beliebiges k € IN, k > nyg, diejenige von A(k+1),
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so ist A(n) fir alle n € IN,n > ng erfillt.
m Die “Aussagenkette” mufl nicht unbedingt bei ng = 0 gestartet werden.

Beispiel:

S Fiir jedes n > 1 gilt:

Induktionsanfang: Die Aussage ist richtig fiir n = ng = 1.

Induktionsannahme: Die Aussage ist richtig fiir ein k > 1.

Induktionsschritt:

=1

Iili = (Zz) +(k+1)
k

k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2)
2
(E+1)[(k+1)+1]
2

Dies ist genau die Beziehung die fiir (k+1) erwartet wird! Damit folgt aus der Korrektheit
der Aussage fiir k die fir (k+ 1). Da die Aussage fiir n = ny = 1 korrekt ist, ist sie somit
fir alle n > 1 korrekt.

CAS-Beispiel | @

100
Berechne die Summe s = Z k aller natiirlichen Zahlen k£ von 1 bis 100
k=1

s =0
for i in range (101):
s = s + 1

S
l
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"""
Berechne die Summe
   100
s = ∑ k aller natuerlichen Zahlen k von 1 bis 100
   k=1
"""

s = 0
for i in range(101):
    s = s + i

s

"""
Durch die Schleifenkonstruktion for i in range(101): ...
werden alle natuerlichen Zahlen i von 1 bis 100 
durchlaufen. Die Zahlen i werden dabei aufsummiert,
wobei die Zwischensumme in der Variable s
gespeichert wird.

Kuerzer geht es mit der Python-internen Funktion sum oder 
der Funktion Sum des Moduls SymPy. Die Auswertung des 
Ausdrucks kann mit .doit() forciert werden:
"""

sum(i for i in range(101))

from sympy.abc import i
from sympy import Sum

Sum(i, (i, 1, 100)).doit()

"""
Fuer eine unbestimmte obere Summationsgrenze
n schreibt man:
"""

from sympy.abc import n

Sum(i, (i, 1, n)).doit()

"""
Vollkommen entsprechend lassen sich kompliziertere Summen 
    n
wie ∑ k,
   k=m

(n-1)
 ∑ (2l+1),
l=0

 n
 ∑ k^2 oder
k=1

 n
 ∑ k^3
k=1

auswerten:
"""

from sympy.abc import k, l, m, n

Sum(k, (k, m, n)).doit()
Sum(2*l+1, (l, 0, n-1)).doit()
Sum(k**2, (k, 1, n)).doit() 
Sum(k**3, (k, 1, n)).doit()
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Durch die Schleifenkonstruktion for i in range(101): ... werden alle natiirlichen Zah-
len ¢ von 1 bis 100 durchlaufen. Die Zahlen ¢ werden dabei aufsummiert, wobei die Zwi-
schensumme in der Variable s gespeichert wird.

Kiirzer geht es mit der Python-internen Funktion sum oder der Funktion Sum des Moduls
SymPy. Die Auswertung des Ausdrucks kann mit .doit () forciert werden:

sum(i for i in range(101))

from sympy.abc import i
from sympy import Sum

Sum(i, (i, 1, 100)).doit ()

Fiir eine unbestimmte obere Summationsgrenze n schreibt man:

from sympy.abc import n

Sum(i, (i, 1, n)).doit ()

Vollkommen entsprechend lassen sich kompliziertere Summen wie Z k, Z 21+ 1),
k=m =0

n

n
Z k? oder Z k3 auswerten:
k=1

k=1

from sympy.abc import k, 1, m, n

Sum(k, (k, m, n)).doit ()

Sum (2*1+1, (1, 0, n-1)).doit ()

Sum(k**2, (k, 1, n)).doit ()

Sum(k*x*x3, (k, 1, n)).doit ()

1.5.2 Ganze, rationale und reelle Zahlen

IN bildet bzgl. der Addition keine Gruppe.

D Die Menge Z der ganzen Zahlen entsteht durch Erweiterung der Menge IN durch
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Erginzung mit den inversen Elementen bzgl. der Addition.

Esgilt: INC Z

S Z bildet bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe.

Die Ordnung von IN wird auf Z iibertragen.
Z* =7Z )\ {0} bildet bzgl. der Multiplikation keine Gruppe.

D Die Menge @ der rationalen Zahlen st die Menge aller Zahlen, die sich durch
p/q mitp € Z, g € N* =IN\ {0} darstellen lassen.

Q = {zlr=p/qg,peZ, qc N}

Esgilt: INCZC @

D Auf einer Menge K sei eine Addition + und eine Multiplikation - definiert. K wird
Korper genannt, falls

a) K eine abelsche Gruppe bzgl. der Addition bildet mit dem neutralen Element ”0”
b) K* = K\ {0} eine abelsche Gruppe bzgl. der Multiplikation bildet
c) das Distributivgesetz

a-(b+c) = a-b+a-c Va,bce K

qgilt.

S Q st ein geordneter Korper. Die Ordnung von Z tbertrdgt sich auf Q durch

/

E<% — p-qd<pq
¢ q

S Jede rationale Zahl laf$t sich als endlicher oder periodischer Dezimalbruch darstellen
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und umgekehrt.

Beispiel:
1 _
o = 0,166666... = 0,1
016 = —(1+0,0)
) - 10 )
1 1 _
— (14—
m(+mw+Q®)
_ 1 _
Nebenrechnung: 0,6 = 10(6—1—0,6)
9-0,6 = 6
06 = -
3
_ 1 2
Damit: 0,16 = —(1+ =
ami , 10( + 3)
15
- 10 3
1
-6

S Die Gleichung 2 = 2 besitzt keine Losung in Q).

Ar(z* =2, v =p/q € Q)

B Annahme: Behauptung doch erfiillt (*):

(p/q)* = 2 mit peZ, qcIN*.

Es gilt: p und ¢ sind nicht beide gleichzeitig gerade (**) — ansonsten wird solange gekiirzt
bis dies erfiillt ist. Nun ist aber nach Annahme:

d.h. p ist gerade.” Setze p = 2m

§ Dies gilt, da fiir p = 2n gerade = p? = 4n? gerade und p = (2n+1) ungerade = p? = 4n% +4n+1
ungerade.
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(2m)? = 2¢°

4m* = 24

2m? = ¢°
Y

q ist gerade

Dies stellt einen Widerspruch zu obiger Aussage (**) dar. Damit mufl die urspriingliche
Annahme (*) falsch sein; d.h. die Aussage des Satzes ist richtig!

Dennoch muf es Zahlen r mit der Eigenschaft 72 = 2 geben.

Satz des Pythagoras r? = a? + b?

speziell

a=11o_
r b bzl}r =2

/7

r nennt man irrationale Zahl.

Jede irrationale Zahl 148t sich durch einen unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch
darstellen.

D Die Menge aller rationalen und irrationalen Zahlen bildet die Menge der reellen
Zahlen IR.

Esgilt: NCZcCc@QCIR
R ist ein geordneter Korper
d.h. u.a.

r>Yy — r+z>y+=z
und

r>0,y>0 = z-y>0
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Graphische Darstellung mittels der Zahlengeraden:

Nullpunkt
| D
Y1 <z X Yys >
Y =2
Intervalle (Teilmengen) von IR
[a,0] = {z|la<z<b xe€R} abgeschlossen u
Ja,b] = {z|la<xz<b,xe€R}  halboffen H
la,b] = {z|la<z<b,ze€lR} halboffen ¢ b

SE
Ja, b = {z]la<z<b, ze R} offen H

CAS-Beispiel | @

Zur Losung einer Gleichung kann in Pyhton das Modul SymPy verwendet werden (dieses
miissen Sie ggf. noch installieren). Dazu mufl zunéchst die Gleichung so umgestellt werden,
dafl auf der rechten Seite der Gleichung 0 steht. Beachten Sie zudem, dafl x, genau wie
spéter a, b und c durch from sympy.abc import ... als Variablen deklariert werden.
Lose die Gleichung 22 = 2 = 22 — 2 = 0:

from sympy.abc import x
from sympy.solvers import solve

solve (x**2 - 2, x)

Auch SymPy liefert keine rationale Zahl als Ergebnis, sondern die beiden Lésungen v/2
und —+v/2, die zu einer Losungsmenge zusammengefait sind.

Natiirlich 148t sich mit der Funktion solve auch die sogenannte Mitternachtsformel er-
halten, d.h. die Lésungen der Gleichung a2 + bx + ¢ = 0 erhilt man mit:

from sympy.abc import a, b, c

solve (a*x**2 + b*x + c, x)

Die einzelnen Losungen kénnen in einer Losungsmenge A abgelegt werden.



"""
Zur Loesung einer Gleichung kann in Pyhton das Modul SymPy
verwendet werden (dieses muessen Sie ggf. noch installieren).
Dazu muss zunaechst die Gleichung so umgestellt werden, dass
auf der rechten Seite der Gleichung 0 steht. Beachten Sie zudem, dass
x, genau wie spaeter a, b und c durch from sympy.abc import ... 
als Variablen deklariert werden.
Loese die Gleichung x^2 = 2 → x^2 - 2 = 0:
"""

from sympy.abc import x
from sympy.solvers import solve

solve(x**2 - 2, x)

"""
Auch SymPy liefert keine rationale Zahl als
Ergebnis, sondern die beiden Loesungen √(2) und  -√(2),
die zu einer Loesungsmenge zusammengefasst sind.

Natuerlich laesst sich mit der Funktion solve
auch die sogenannte Mitternachtsformel erhalten,
d.h. die  Loesungen der Gleichung ax^2 + bx + c = 0
erhaealt man mit:
"""

from sympy.abc import a, b, c

solve(a*x**2 + b*x + c, x)

"""
Die einzelnen Loesungen koennen in einer
Loesungsmenge A abgelegt werden.
"""

A = solve(a*x**2 + b*x + c, x)

a0 = 2
b0 = 3
c0 = -1

for l in range(len(A)):
    A[l] = A[l].subs([(a, a0), (b, b0), (c, c0)])
    print("Loesung " + str(l+1) + ":  " + str(A[l]))
    x = A[l]
    TEST = a0*x**2 + b0*x + c0
    print("Einsetzen liefert (symbolisch):", str(TEST)),
    print("Einsetzen liefert (numerisch) :", str(float(TEST)))

"""
In der vorausgegangen Auflistung der Loesungen
wurden die einzelnen Loesungen in der Liste A
abgespeichert. Auf die Loesung l kann nun ueber A[l]
direkt zugegriffen werden. Wie man sieht, muss die
Gleichung nicht neu geloest werden, sondern es wird bei
einer nachtraeglichen Festlegung der Koeffizienten
a, b und c auf die zuvor erfolgte allgemeine Loesung
zurueckgegriffen. Dies erfolgt durch den Aufruf subs,
bei dem die symbolischen Ausdruecke a, b und c durch
die numerischen Werte von a0, b0 und c0 ersetzt
werden. Durch N(expr) kann der symbolische Ausdruck
in einen numerischen umgewandelt werden. Alternativ kann dies 
z.B. auch durch die Befehle expr.evalf() oder
float(expr) geschehen.

F\"ur die getroffene Wahl der Koeffizienten $a$, $b$ und
$c$ ist das Ganze gut gegangen, d.h.\ die L\"osungen 
der Gleichung sind reelle Zahlen. H\"atten wir f\"ur
$c = +2$ gew\"ahlt, so w\"urde dies nicht mehr zutreffen.
Dies gilt bereits f\"ur den Spezialfall
$a = 1$, $b = 0$ und $c = 1$, der im Folgenden behandelt wird.
"""
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A = solve(a*x**2 + b*x + c, X)
a0 = 2
b0 = 3
cO = -1

for 1 in range(len(A)):
A[1] = A[1].subs([(a, a0), (b, b0), (c, c0)1)
print ("Loesung " + str(l+1) + ": " + str(A[1l]))
x = A[1]
TEST = aO*x**2 + bOxx + cO
print ("Einsetzen liefert (symbolisch):" + str (TEST)),
print ("Einsetzen liefert (numerisch) :" + str(float (TEST)))

In der vorausgegangen Auflistung der Losungen wurden die einzelnen Losungen in der
Liste A abgespeichert. Auf die Losung [ kann nun iiber A[l] direkt zugegriffen werden.
Wie man sieht, mufl die Gleichung nicht neu gelost werden, sondern es wird bei einer
nachtraglichen Festlegung der Koeffizienten a, b und ¢ auf die zuvor erfolgte allgemeine
Losung zuriickgegriffen. Dies erfolgt durch den Aufruf subs, bei dem die symbolischen
Ausdriicke a, b und ¢ durch die numerischen Werte von ag, by und c¢q ersetzt werden.
Durch float kann der symbolische Ausdruck in einen numerischen umgewandelt werden.

Fiir die getroffene Wahl der Koeffizienten a, b und c ist das Ganze gut gegangen, d.h. die
Losungen der Gleichung sind reelle Zahlen. Hétten wir fiir ¢ = +2 gewihlt, so wiirde dies
nicht mehr zutreffen. Dies gilt bereits fiir den Spezialfall a = 1, b = 0 und ¢ = 1, der im
Folgenden behandelt wird.

1.5.3 Komplexe Zahlen

S Die Gleichung r?> = —1 besitzt keine Losung in IR.

Ar(r*=—-1,7r € R)

B

z>0y>0=uaz-y>0

2
x<0,y<0:>x.y>0}x7éO€]R:>x >0

damit gilt fiir r € R
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d.h. der Fall 2 < 0 tritt niemals auf fiir r € R.

D Die imaginsre Zahl i ist definiert als Losung der Gleichung 2* = —1, durch
i? = —1.

D Die Menge der komplexen Zahlen C ist die Menge aller Zahlen der Form

z=z+1y mit z,yelR

x wird Realteil von z genannt; x = Re(z)

y wird Imaginérteil von z genannt; y = Im(z)

N Alternative Schreibweise: z = (z,y) € IR?

D Die Addition auf C ist definiert durch:

(x+iy)+ (u+iv) =(x+u)+ily+v) € C
T

Abgeschlossenheit

Beispiel:

(5+d3)+ (7T—1d2) = 12+

D Die Multiplikation auf C ist definiert durch:

r+w)-(ut+w) = z-ut+x-w+iy-u+y-w
Y Y Y
= (z-ut+iy-v)+i(z-v+y-u)
= (z-u—y-v)+i(z-v+y-u) € C

eR eR T

Abgeschlossenheit

Beispiel:

(5+i3)- (T—1i2) = 35— (—6)+i(—10+21)
= 414411
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Esgilt: NCZcCcQcCcRcC

C ist nicht geordnet; d.h. z; < 2 ergibt keinen Sinn

S C ist ein Korper bzgl. der Addition und Multiplikation.

CAS-Beispiel }

Lose die Gleichung 2? = —1 nach z auf:

from sympy.abc import x

solve (x**2 + 1, x)

from sympy.solvers import solve

Die imaginére Zahl ¢ wird also von SymPy durch I dargestellt. I ist daher ein reservierter
Variablenname und sollte vom Nutzer nicht verwendet werden. Von Python wird die
imaginére Zahl i standardméBig als j dargestellt. In dieser Schreibweise werden komplexe
Zahlen als a + bj ausgedriickt. Beachten Sie, dafl die Angabe des Imaginérteils in dieser
Schreibweise zwingend erforderlich ist. Ein Vorteil ist, da§ die Variable j vom Benutzer

ohne Probleme verwendet werden kann (siehe unten).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen erfolgt nun in der Weise wie man es vom Umgang

mit reellen Zahlen gewohnt ist:

from sympy import I

(5+3%I) + (7-2%I)

(65+3j) + (7-23)

j =5
(5+33) + (7-2))

j = "Text"
(6+3j) + (7-23)

(6+33) * (7-23)

Einige kompliziertere Beispiele sind:

(6+33) / (7-23)

(1+1j)*%x4

(6+3j)**x2 / (1+1j)
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"""
Loese die Gleichung x^2 = -1 nach x auf:
"""

from sympy.abc import x
from sympy.solvers import solve

solve(x**2 + 1, x)

"""
Die imaginaere Zahl i wird also von SymPy durch
I dargestellt. I ist daher ein reservierter
Variablenname und sollte vom Nutzer nicht verwendet werden.
Von Python wird die imaginaere Zahl i 
standardmaessig als j dargestellt. In dieser
Schreibweise werden komplexe Zahlen als a + bj
ausgedrueckt. Beachten Sie, dass die Angabe des
Imaginaerteils in dieser Schreibweise zwingend erforderlich
ist. Ein Vorteil ist, dass die Variable j vom
Benutzer ohne Probleme verwendet werden kann (siehe unten).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen erfolgt nun in der 
Weise wie man es vom Umgang mit reellen Zahlen 
gewohnt ist:
"""

from sympy import I

(5+3*I) + (7-2*I)
(5+3j) + (7-2j)

j = 5
(5+3j) + (7-2j)

j = "Text"
(5+3j) + (7-2j)

##################################################

(5+3j) * (7-2j)

"""
Einige kompliziertere Beispiele sind:
"""

(5+3j) / (7-2j)
(1+1j)**4
(5+3j)**2 / (1+1j)
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Darstellung komplexer Zahlen in der Gauf3ischen Zahlenebene

¥+ Im(z) z=z+iy=(z,y)

|
|

3 |z| =r : Re(z)

| x
|
|2*] |

F=x—1y

D 2* =z — 1y wird die zu z = x + iy komplex konjugierte Zahl genannt.

D Der Ausdruck |z| = \/z z* wird Absolutbetrag der komplezen Zahl z genannt.

Vezr = /(e +iy)e —iy) = /22 + 2

CAS-Beispiel } @

Fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen gibt es einige spezielle Funktionen: conjugate
liefert zu z das komplex konjugierte z*, den Real- und Imaginérteil von z erhélt man mit
real bzw. imag und den Absolutbetrag schliefilich mit abs:

z = 5 + 12]

z.conjugate ()

z.real

z.imag

abs (z)

from math import sqrt
sqrt (z.real**2 + z.imag**2)




"""
Fuer das Rechnen mit komplexen Zahlen gibt es einige spezielle
Funktionen: conjugate liefert zu z das komplex
konjugierte z*, den Real- und Imaginaerteil von z
erhaelt man mit real bzw. imag und den
Absolutbetrag schliesslich mit abs:
"""

z = 5 + 12j
z.conjugate()
z.real
z.imag
abs(z)

from math import sqrt
sqrt(z.real**2 + z.imag**2)

"""
Damit kann man sich leicht von der Korrektheit der Relationen 
(z*)* = z,	Re(z)= (1)/(2)(z + z*)
sowie 		Im(z)= (1)/(2i)(z - z*)
ueberzeugen:
"""

z.conjugate().conjugate()
(z + z.conjugate()) / 2
(z - z.conjugate()) / 2j
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Damit kann man sich leicht von der Korrektheit der Relationen (z*)* = z, Re(z) =

1(z + 2*) sowie Im(z) = 5-(z — z*) iiberzeugen:

z.conjugate () .conjugate ()

(z + z.conjugate()) / 2

(z - z.conjugate()) / 2j

Darstellung in Polarkoordinaten (r, ¢):

Aus der Eulerschen Formel (Ableitung erfolgt spéter)
e’ = cosp+ising

ergibt sich die Darstellung (fir z # 0):

z = x+iy ¢ = sign(y) arccos

KN

—T<¢<m

= |z|cos¢p+i|z|sin¢
|z| (cos ¢ + isin ¢)
] e

= re¥

r ist der Absolutbetrag und ¢ die Phase der komplexen Zahl z. Die Vorzeichenfunktion
ist definiert als

-1 fir <0
sign(z) = 0 fir =0
+1 fir >0

CAS-Beispiel } @

Fiir die Darstellung einer komplexen Zahl in kartesischer bzw. polarer Form stellt das
Modul mpmath die Funktionen rect bzw. polar zur Verfiigung. Die Funktion polar ver-
wendet als Argument eine komplexe Zahl der Form a + bj (Python-Standard) bzw. a +
b*I (SymPy) und gibt als Ergebnis ein Dupel (7, ¢) aus.

Fiihren Sie die folgenden Kommandos aus und {iberlegen Sie sich weitere Beispiele:

from mpmath import mp, rect, polar
mp.pretty = True

a -3 + 4j
=il

1 + 1j
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"""
Fuer die Darstellung einer komplexen Zahl in kartesischer
bzw. polarer Form stellt das Modul mpmath die Funktionen
rect bzw. polar zur Verfuegung. Die Funktion polar
verwendet als Argument eine komplexe Zahl der Form a + bj
(Python-Standard) bzw. a + b*I (SymPy) und gibt als
Ergebnis ein Dupel (r, ɸ) aus.
Fuehren Sie die folgenden Kommandos aus und ueberlegen
Sie sich weitere Beispiele:
"""

from mpmath import mp, rect, polar
mp.pretty = True

a = -3 + 4j
b = -1
c =  1 + 1j

##################################################

polar(a)

##################################################

polar(b)

##################################################

polar(c)

##################################################

a*c
polar(a*c)

"""
Die Funktion rect verwendet als Argumente die
Variablen r und ɸ und gibt als Ergebnis eine
komplexe Zahl der Form a + bi aus.
"""

rect(3, 0.5)
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polar (a)

polar (b)

polar (c)

axc
polar (a*c)

Die Funktion rect verwendet als Argumente die Variablen r und ¢ und gibt als Ergebnis
eine komplexe Zahl der Form a + bi aus.

rect (3, 0.5)

In der Polardarstellung lassen sich die Multiplikation, Division und das Potenzieren kom-
plexer Zahlen besonders einfach ausfiihren. Mit z; = r1€'®t und 2y = ree'®? gilt:

Multiplikation:

Z = 2129
P pye!
i1 ,i¢2

i(p1+¢2)

= re 2
T1T2€

T1T2€

Z = Z1=
Y (2

Z9 21

Division:

z = 21/22

_ Eei(¢1—¢2)
]



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 37

Im(z)

Z2

z=2z1/2

P2

Re(z

~—

21

o5

Potenzieren:

z3

Re(z2)

CAS-Beispiel } @

Die Prozedur plot_komplex gibt komplexe Zahlen in kartesischer und polarer Form aus
und bildet diese in der Gauflschen Zahlenebene ab. Dabei werden die komplexen Zahlen
in die internen Variablen zy, z5 etc. tiberfithrt. Fiihren Sie die folgenden Aufrufe aus und
iiberzeugen Sie sich, daf} alles zusammenpaft.

Zuvor mufl das Modul mathchem zur Verfiigung gestellt werden. Eine Anleitung zur In-
stallation des Moduls sowie das Modul selbst finden Sie am Ende dieses Skriptes.

from mathchem import plot_komplex

a =3+ 5j
b = -2 - 3j

plot_komplex ([a, b, a+bl)
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"""
Die Prozedur plot_komplex gibt komplexe Zahlen in
kartesischer und polarer Form aus und bildet diese in der
Gaussschen Zahlenebene ab. Dabei werden die komplexen
Zahlen in die internen Variablen z1, z2 etc. ueberfuehrt.
Fuehren Sie die folgenden Aufrufe aus und ueberzeugen Sie sich,
dass alles zusammenpasst.
Zuvor muss das Modul mathchem zur Verfuegung
gestellt werden. Eine Anleitung zur Installation des Moduls
sowie das Modul selbst finden Sie am Ende dieses Skriptes.
"""

import matplotlib
from mathchem import plot_komplex

a = 3 + 5j
b = -2 - 3j

##################################################

plot_komplex([a, b, a+b])

##################################################

plot_komplex([a, b, a-b])

##################################################

plot_komplex([a, b, a*b])

##################################################

plot_komplex([a, b, a/b])

##################################################

plot_komplex([a, b, a**b])

"""
Aendern Sie die Werte fuer a und b ab und
gehen Sie die verschiedenen Aufrufe durch.
"""
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plot_komplex([a, b, a-bl)

plot_komplex ([a, b, a*b])

plot_komplex([a, b, a/bl)

plot_komplex([a, b, a**b])

Andern Sie die Werte fiir @ und b ab und gehen Sie die verschiedenen Aufrufe durch.




Kapitel 2

Analytische Geometrie und
Lineare Algebra

2.1 Vektoralgebra

Motivation:

- geometrisch anschauliche Zusammenhénge mathematisch auszudriicken

- Moglichkeit geometrische Objekte Rechenoperationen zu unterwerfen

- Einfithrung von Begriffen, die in vielen anderen Bereichen Anwendung finden

2.1.1 Einfithrung des Vektorbegriffs in Anlehnung an die
Euklidsche Geometrie

Reprisentation von Punkten im Ortsraum durch n-Tupel

- Punkte auf einer Geraden

E T
) : . P+<—zxelR
0 P
- Punkte in einer Ebene
T2
_____ TP
|
|

P+ (z1,75) e R =R xR

39
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- Punkte im 3-dimensionalen Ortsraum

\xS

T P ¢ (z1,79,73) E R* =R xR x R

Jeder Punkt im Ortsraum 148t sich eindeutig einem Punkt eines abstrakten Raumes zu-
ordnen.

m Bei der Zuordnung von Punkten des Ortsraumes zu Zahlentripeln héngen die Koor-
dinaten von der Wahl des Koordinatensystems ab.

m Es wird im folgenden immer ein (rechtwinkliges) kartesisches Koordinatensystem
vorausgesetzt

D Unter dem n-dimensionalen Raum IR" versteht man die Menge aller geordneten
n-Tupel (z1,xa,...,x,) mit x; € IR. Jedes n-Tupel reprisentiert einen Punkt im Raum
IR". Die Grifien x; sind seine Koordinaten.

D Unter einem Vektor v des R" versteht man das n-Tupel, das sich aus der Differenz
der Koordinaten zweier Punkte des IR" ergibt.

T1.,B — T1,A U1

) )

ToB — T2A V2

<y
Il
Il

ITn,B — TpA Un
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N Schreibweise in der Regel als Spaltenvektor, gelegentlich als Zeilenvektor
(Ula Vg, ..., Un)

Symbol: 7, v, v u.s.w.

Geometrische Deutung;:

—)
v =AB
o)
xy
- Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke
- Der Aufpunkt (A) ist nicht in Raum festgelegt
m Die Koordinaten v, vs,...,v, bzw. Komponenten v, v, ..., v, eines Vektors

héngen von der Wahl des Koordinatensystems ab.

D Ortsvektoren sind ortsfeste Vektoren mit dem Ursprung als Aufpunkt.
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2.1. Vektoralgebra

2.1.2 Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation

mit einem Skalar

D

Zwei Vektoren @ und b aus R" sind gleich wenn thre Koordinaten gleich sind.

Beispiel:

fg///
5”5 ‘,;, i i

gleich  gleich  ungleich ungleich ungleich

D

Zwei Vektoren @ und b aus R™ werden zu einem Vektor ¢ addiert indem man die

Koordinaten addiert.

Beispiel:

E=a-+b mit c=a;+b i=1,...,n
C1 a1+b1
bzw. : = :
Cn, an + by,
b
. ~ a
i i at+b=c=b+a
b

Die Addition von Vektoren ist kommutativ.

—

d+b=b+d
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a1+b1 bl+a1

ST
+
Syl

I

I

I
Sl
_l’_
Sl

D Zwet Vektoren werden voneinander subtrahiert indem thre Koordinaten vonein-
ander subtrahiert werden:

a; — bl C1
a, — by, Cn
Beispiel:
‘/g
a
S i—b
b

D Der Nullvektor ist ein Vektor dessen Koordinaten alle gleich Null sind.

S Die Menge aller Vektoren aus IR™ bildet bzgl. der Vektoraddition eine kommutative
Gruppe, da die Gruppenazriome

G1: Abgeschlossenheil d, beR" = d+b=ceR"
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—

G2: Assoziativgeselz d+ (b+7) = (@+Db) + @
G3:  Euzistenz eines neutralen Elements 0+d=a, 0 € R®
G4: Euzistenz eines inversen Elements @ '+ d=0, mita ' = —a

sowie das Kommutativgesetz d + b=b+a

erfillt sind.

D Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Ein Vektor a € R"™ wird mit einem Skalar A € IR multipliziert indem jede Koordinate des
Vektors mit A multipliziert wird.

b=\ mit bj=Xa; i=1,....n

Beispiel:
i b l_)'/ b g///
A>1 0<XN<l1 1< N <0 < —1
resultierender parallel . + anti-parallel .
Vektor: 2u a 2u a

CAS-Beispiel | @

|
Wenn Sie das Tool Jupyter Notebook verwenden, fiihren Sie diesen Befehl aus, um inter-
aktive Plots zu erhalten. Ansonsten kénnen Sie den Befehl ignorieren.

%matplotlib notebook

Vektoren kénnen in Python als Arrays erzeugt werden. Das Modul mathchem stellt die
Funktion plot_2Dvektor zur Verfiigung, mit der zweidimensionale Vektoren graphisch
dargestellt werden konnen. Die eingegebenen Vektoren werden dabei unabhéngig von
ihrer urspriinglichen Benennung in die internen Variablen @, g, ¢ etc. tiberfiihrt.

Fiithren Sie die folgenden Befehle aus und iiberzeugen Sie sich von der Korrektheit der
Ergebnisse.



"""
Vektoren koennen in Python als Arrays erzeugt werden.
Das Modul mathchem stellt die Funktion plot_2Dvektor
zur Verfuegung, mit der zweidimensionale Vektoren graphisch
dargestellt werden koennen. Die eingegebenen Vektoren werden dabei
unabhaengig von ihrer urspruenglichen Benennung in die internen
Variablen a, b, c etc. ueberfuehrt.
Fuehren Sie die folgenden Befehle aus und ueberzeugen Sie sich
von der Korrektheit der Ergebnisse.
"""

from numpy import array

a = array([[3, 1]])

b = array([[-1, 4]])

"""
Ggf. muss das Modul mathchem zur Verfuegung gestellt
werden:
"""

import matplotlib
from mathchem import plot_2Dvektor

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, a+b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, a-b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, 3*a+2*b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 2*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, -1*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, -a])

"""
Aendern Sie die Vektoren a und b ab und stellen Sie
diese neuen Vektoren ebenfalls graphisch dar:
"""

a = array([[1, 0]])

b = array([[0, 1]])

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, a+b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, a-b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, b, 3*a+2*b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 2*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, -1*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, -a])
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from numpy import array

a array ([[3, 111)

b

array ([[-1, 411)

Ggf. mufl das Modul mathchem zur Verfiigung gestellt werden:

from mathchem import plot_2Dvektor

plot_2Dvektor ([a, b, a+bl)

plot_2Dvektor ([a, b, a-bl)

plot_2Dvektor ([a, b, 3*xa+2*b])

plot_2Dvektor ([a, 2*al)
plot_2Dvektor ([a, -1%a])
plot_2Dvektor ([a, -al)

Andern Sie die Vektoren @ und b ab und stellen Sie diese neuen Vektoren ebenfalls gra-

phisch dar:
a = array ([[1, 0]1)
b = array([[0, 111)
plot_2Dvektor ([a, b, a+bl)
plot_2Dvektor ([a, b, a-bl)

plot_2Dvektor ([a,

b, 3*a+2*b])

plot_2Dvektor ([a, 2*al)
plot_2Dvektor ([a, -1*al)
plot_2Dvektor ([a, -al)

S Rechenregeln (u, ) € R; a, be R")
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Verwenden Sie die Funktion plot_2Dvektor des mathchem-Moduls und iiberzeugen Sie
sich von der Korrektheit der Rechenregeln.

from numpy import array

a array ([[25.4, 41.2]11])

b

array ([[-22.3, 15.711)

Ggf. mufl das mathchem-Modul noch geladen werden:

from mathchem import plot_2Dvektor

plot_2Dvektor ([a, 0.4%*al)

plot_2Dvektor ([a, ax*0.4])

plot_2Dvektor ([a, 0.4x%x(2*xa)])

plot_2Dvektor ([a, (0.4*2)*a])

plot_2Dvektor ([a, 0.5%(a+b)])

plot_2Dvektor ([a, 0.5xa+0.5%Db])

plot_2Dvektor ([a, (0.6-0.2)*al)

plot_2Dvektor ([a, 0.6*xa-0.2%a])




"""
Verwenden Sie die Funktion {plot_2Dvektor des
mathchem-Moduls und ueberzeugen Sie sich
von der Korrektheit der Rechenregeln.
"""

from numpy import array

a = array([[25.4, 41.2]])

b = array([[-22.3, 15.7]])

"""
Ggf. muss das mathchem-Modul noch geladen werden:
"""

import matplotlib
from mathchem import plot_2Dvektor

##################################################

plot_2Dvektor([a, 0.4*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, a*0.4])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 0.4*(2*a)])

##################################################

plot_2Dvektor([a, (0.4*2)*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 0.5*(a+b)])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 0.5*a+0.5*b])

##################################################

plot_2Dvektor([a, (0.6-0.2)*a])

##################################################

plot_2Dvektor([a, 0.6*a-0.2*a])
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Die Operationen

fiihren auf den Nullvektor ¢= 0 mit ¢; =0,i=1,...,n

nennt man Linearkombination.

b =

(2

k
=1

Aai1 + Ao + .o 4 Apar g

Beispiel:

Schwerpunkt:

7 -
Sp Zmz

cf = qiT

elektrisches Dipolmoment:

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition
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D Die Addition von k Vektoren @; (i = 1,...,k), die mit Vorfaktoren \; versehen sind,
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2.1.3 Das skalare Produkt zweier Vektoren

D Das innere oder skalare Produkt (@,b) zweier Vektoren @ und b € R™ ist gegeben
durch die reelle Zahl:

(C_I:, g) = Zazbz
=3

= a1b1 —|—a21)2 + ... +6Lnbn

m Unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems (Beweis folgt spiter).

Allgemein definiert man fiir komplexwertige Koordinaten:

@b = > aib; mit @beC”
=1

_ (z aib:) _ G.a)
=1

CAS-Beispiel | @

Das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b 148t sich in Python auf viele Arten erhalten.
Testen Sie die verschiedenen Methoden aus:

from numpy import array

a = array ([[1, 2, 5]1]1)

b

array ([[4, -1, 111)

Manuelle Berechnung des Skalarprodukts:

al0, 0l*b[0, 0] + al[O, 1]1*b[0O, 1] + al[0, 2]*b[0, 2]
[ J




"""
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b
laesst sich in Python auf viele Arten erhalten.
Testen Sie die verschiedenen Methoden aus:
"""

from numpy import array

a = array([[1, 2, 5]])

b = array([[4, -1, 1]])

"""
Manuelle Berechnung des Skalarprodukts:
"""

a[0, 0]*b[0, 0] + a[0, 1]*b[0, 1] + a[0, 2]*b[0, 2]

"""
Alternative Konstruktion in Form einer for-Schleife...
"""

n = 3
s = 0

for i in range(n):
    s = s + a[0, i]*b[0, i]

s

"""
... und als Summe:
"""

sum(a[0, i]*b[0, i] for i in range(3))

"""
Deutlich einfacher geht es mit folgenden Ausdruecken:
"""

from numpy import inner

inner(a, b)
inner(a, b)[0, 0]

"""
Ueberzeugen Sie sich anhand der folgenden Beispiele von
der Korrektheit der Rechenregeln fuer Skalarprodukte:
"""

a = array([[1, 2, 4]])

b = array([[0, -2, 7]])

c = array([[5, 7, -3]])

##################################################

inner(a, b)[0, 0]
inner(b, a)[0, 0]

##################################################

inner(a, b+c)[0, 0]
inner(a, b)[0, 0] + np.inner(a, c)[0, 0]

##################################################

2*inner(a, b)[0, 0]
inner(2*a, b)[0, 0]
inner(a, 2*b)[0, 0]
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Alternative Konstruktion in Form einer for-Schleife...

n =3
s =0
for i in range(mn):

s = s + al[0, il*b[0, i]

.. und als Summe:

sum (a0, i]*b[0, i] for i in range (3))

Deutlich einfacher geht es mit folgenden Ausdriicken:

from numpy import inner

inner (a, b)
inner (a, b)[0, 0]

Uberzeugen Sie sich anhand der folgenden Beispiele von der Korrektheit der Rechenregeln

fiir Skalarprodukte:

a = array ([[1, 2, 4]1)
b = array([[0, -2, 7]]1)
¢ = array ([[5, 7, -311)

inner (a, b)[0, 0]

inner (b, a)[0, O]

inner (a, b+c)[0, 0]

inner(a, b)[0, 0] + inmner(a, c)[0, O]

2*xinner (a, b)[0, O]

inner (2%*a, b) [0, 0]

inner (a, 2%b)[0, O]

B

Zu a) (d,b) = gaibi = ba; =
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D Die Lange eines Vektors a € R" ist definiert durch die reelle Zahl a mit:

a=/(d,ad) = (; a?)? baw. (; ala)?  fir e C"

N |d| = a “a-Betrag”

Beispiel:

a
az |d| =+/a? + a3
n = 2 : Satz des Pythagoras: A 4l ! ?

ai

D Unter Normierung eines Vektors versteht man die Multiplikation mit einem Ska-
lar, so daf$ der neue Vektor @’ eine vorgegebene Linge \ besitzt:

>

Speziell: A =1 fithrt @ in einen sogenannten Einheitsvektor {iber.

i'=¢=—d mit |¢|=1
|a
Beispiel:
1 /e 1 1 1 1/V6
i=| -1 |=|dl=v6 und €=-—=d=—x=| -1 | = -1/V6
2 Ve VB

2//6
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N €z, €z oder a.

Speziell: Einheitsvektoren léngs der Koordinatenachsen ¢, €, €, oder Z, ¢, 2

D Zwei Vektoren @ und b sind orthogonal zueinander falls (d, l;) =0 ist.

Bedeutung des skalaren Produkts im Ortsraum

-,

N In diesem Zusammenhang schreibt man iiblicherweise @ - b statt (a,b)

Speziell: b ist Einheitsvektor parallel zu einer der Koordinatenachsen, z.B. b= €7.

ay 1
T a-e; = ay |- O
as 0

= aCOS ¥

a1 = acos

Z1
Da das Skalarprodukt unabhéngig vom Koordinatensystem ist, gilt allgemein:

-

@-b = abcos J(a,b)
= abcosa

fiir orthogonale Vektoren gilt a - b=0d.h.

cosa=0= a=+90° bzw. :tg

Anwendungen:

Magnetisches Moment m im Magnetfeld B
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oL

3

—

Zeeman-Energie ' = —m - B

Arbeit W gegen eine konstante Kraft F (Erdanziehung) lings eines Weges §

W = F-§

F_: = _ﬁgrav
- 0
Foow = mg=mg| 0
—1

1

S = al 2

3

W = mga(0-1+0-2+1-3)

= 3mga

2.1.4 Das Kreuzprodukt und Spatprodukt

D Das Kreuzprodukt a x b zweier Vektoren @ und b € IR? ist definiert durch:

C1 asbs — asby
c= Co = a3b1 — a1b3 =axb
C3 a by — azby

Merkregel

+ + + -~ -
N
€1 €2 €3
XX X X
a; a9 as

XXX X

by by b3
= é’1a2b34€2%z<3b1>~<k€3§1b2

— €1a3b2 — €2albg — ggagbl

oy
I

Bedeutung des Kreuzprodukts im Ortsraum
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A

A

S

a
A=axb gibt die Fliache des von @ und b aufgespannten Parallelogramms an:
14 = |a 8 = Jal[F]sina

wobei A die Orientierung der Flidche angibt. Die Vektoren a, b und A bilden ein Rechts-
system.

3] by
Fiir den Speziallfall @ = | ay | ,b= | by | ist dieser Zusammenhang leicht zu zeigen:
0 0

a2

P

by a1

—

A=ax g mit A3 = ((llbg — agbl)

d.h. die Flache des Parallelograms, das von a und b aufgespannt wird, ist gleich der
Differenz der Rechteckflachen a;b, und asb;.

S Rechenregeln
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2.1. Vektoralgebra

d) @x (bxd) #(@xb)x¢T

e) Zyklische Vertauschung:
(@xb)-=(bxa)-da=(Cxa)-b

f) Grassmannscher Entwicklungssatz:
ax (bxd) =0b(-é —aa-b)

g) Lagrangesche Identitdt:

= -

@xB)-@xd)=(@-aF-d - @ HE-o

Anwendungen:

Drehmoment D =#x E

-l

Drehimpuls L = 7 x D

Lorentzkraft F = qu X B

D Das Spatprodukt dreier Vektoren d, I;, ¢ € R? ist definiert durch:

—

(@xb)-c
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] A

[/
7

!

Sl

S Das Spatprodukt (@ x g) - C gibt das Volumen des durch die Vektoren d, b, ¢ aufge-
spannten Parallelepipeds an:

V=(ixb)-c

m V >0 falls a, 5, ¢ ein Rechtssystem bilden; sonst gilt V' < 0.

2.1.5 Geraden- und Ebenengleichung

Im folgenden wird i.allg. von a, I;, ... € R? ausgegangen.

D Der Abstand zweier Punkte A und B ist die Ldnge des Vektors, der sich als
Differenz ihrer Ortsvektoren 74 und g ergibt:

dap = dpa = |Ta — T'B|

S Alle Punkte deren Ortsvektoren durch

F=a+\b ANeR;b£0

gegeben sind, liegen auf einer Geraden.

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



56 2.1. Vektoralgebra

S

Ql

CAS-Beispiel | @

|
Nutzen Sie die Prozedur plot_gerade des Moduls mathchem und stellen Sie folgende
Geraden in drei Dimensionen dar:

from mathchem import plot_gerade
from numpy import array

a array ([[1, 2, 311)

b array ([[-2, 0, 7]11)

plot_gerade(a, b, 3.5)

plot_gerade(a, b, -2.2)

plot_gerade(a, b, 0)

Abstand eines Punktes zu einer Geraden:




"""
Nutzen Sie die Prozedur plot_gerade des Moduls
mathchem und stellen Sie folgende Geraden in drei
Dimensionen dar:
"""

import matplotlib
from mathchem import plot_gerade
from numpy import array

a = array([[1, 2, 3]])

b = array([[-2, 0, 7]])

##################################################

plot_gerade(a, b, 3.5)

##################################################

plot_gerade(a, b, -2.2)

##################################################

plot_gerade(a, b, 0)


HE
'CAS Python Beispiel'
Python-Quellcode
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Es gilt:

-

d‘g‘:‘(i)\xg‘ mit d)\:Fp)\—Fp

wobei \ willkiirlich gewéhlt werden kann

Speziell: A =0

S Alle Punkte deren Ortsvektoren durch

F=a+MNo+pué \MpueR;bxe£0

gegeben sind, liegen auf einer Ebene.

S Hessesche Normalform
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Alle Punkte deren Ortsvektoren die Gleichung
n-f=d deR;n#0

erfiillen, liegen auf einer Ebene senkrecht zum Einheitsvektor n im Abstand d zum Ur-
sprung.

3>
—
!

2.1.6 Lineare Vektorraume

D Sei V' eine abelsche Gruppe bzgl. 4+, K ein Kiorper und o eine Abbildung mit der
FEigenschaft:

a : KxV —V
(N, @) — a(A, @) = \d

dann heifit V linearer Vektorraum falls die Eigenschaften

Abgeschlossenheit

a) \a+ b eV
Assoziativgesetz

b) Mpad) = (An)d
Distributivgesetze

c) N+ p)d=Aa+ pud
d) M@ +b) = A\d+ \b

erfillt sind.

aeV  heifit Vektor
A€ K heifit Skalar

m Im allgemeinen wird im folgenden V' = R" und K = IR vorausgezetzt; das Adjektiv
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“linear” entfallt.

D p Vektoren ay,...,d, eines Vektorraumes V heiffen linear abhéngig wenn es
A, A € IR gibt, die nicht alle gleichzeitig 0 sind, so dafs

/\161+...+/\p6p:6

Nicht linear abhdngige Vektoren heiffen linear unabhingig.

/-

linear abhingig linear unabhingig

S

O

D Gibt es in einem Vektorraum eine mazimale Zahl k von linear unabhdngigen Vek-
toren, so heifit k die Dimension von V', sonst heifit V unendlich dimensional.

N

dim V = k oder V,, statt V

D Ist Vi, ein Vektorraum der Dimension k, so heifien je k linear unabhdngige Vektoren
eine Basis von V.

N Die Basisvektoren dy, ..., d, spannen den Vektorraum Vj auf.

S Ist V. ein Vektorraum der Dimension k und bilden dy, . . ., dy eine Basis, so lifit sich
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jeder Vektor b aus V auf eindeutige Weise als Linearkombination

darstellen.

B

k
=1

ay,...,dr  sind linear unabhéngig
a

1y, Qg sind damit linear abhéngig

b = ——a; —...— —Aag

oder b = XNy + ...+ Ny

damit ist b als Linearkombination darstellbar.

Eindeutigkeit:

Annahme es gelte weiter:

Differenz bilden =

= [ndy + ...+ pdy
= (M —m)ar+ ..+ (A — )
= U151+...+Vk6k

b
0

Es gilt v; = 0 Vi wegen der linearen Unabhéingigkeit der a;.

Damit A\, = p; Vi und damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

in umkehrbar eindeutiger Weise ein geordnetes k-Tupel (A, . ..

b = \Nay—+ ...+ M\

g — ()\1,...,)\k).

N Die \; heilen Komponenten von gbzgl. der Basis ay, ..., dy

S Alternative Formulierung: Jedem Vektor b eines linearen Vektorraumes Vi der Di-

mension k wird beziglich der festen Basis ay, ..., dy durch die Vektorgleichung

, A\k) zugeordnet
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Alternativ:

A Koordinaten

il Komponenten

Berechnung der Komponenten

a1
a; =
7%
fihrt auf
Ay + Xearo + .o+ Apar by
A1+ Ao+ ..o A g = bi
AMag + AoGro + ..+ Apag i b

Dies stellt ein System von k linearen Gleichungen in den Unbekannten Ay, ..., \; dar. Der
Losungsweg wird spéter behandelt.

D Den Ubergang bei der Festlequng der Komponenten eines Vektors bzgl. einer Basis
dy, ..., a4 zu einer Festlegung bzgl. einer Basis dy, .. .,d) nennt man Basistransforma-
tion.

—

/ ! =
by = Ay dy

b2 = )\2 C_1»2

bl = >\1 C_L‘l

e

a aq
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Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Basisvektoren miissen nicht notwendigerweise orthogonal zueinander sein.

Ein Verfahren einen Satz von orthogonalen Basisvektoren zu erhalten ist das Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren.

Sei d; i = 1, ...,k ein Satz von Basisvektoren. Setze:

by = @
by = G — (A2 b1) 55 =d>— (a2 )€,
1]
- S 5 7 51 N S N N
by = ds— (as bl)j—( 3 bz)j_azi (a3 - € )e; — (a3 - ;)6
bl 62 1 1 2 2
allg.
. ~ i—1 Eil ._"_’ ~ 1—1 ~ ~ ~
bi = ai— sz]:’_ (@ egj) b
j=1 J Jj=1
Beispiel:
1 2 3
a =11 ado=1 0 as=1 1
2 1 0
. 1
by = dai=|1
2
g
by = GQ—(GQ 1) _,12
bl\
2 1
1
=10 _4.6. 1
1 2
4/3
- | —2/3
~1/3
— N - - b - g b
b3 = ag—(ag-bl)b—;—(ag-bg)b—i
1 2
3 1 4/3
() ()
0 2 —1/3
3/7
= | o7
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Normierung (auf 1) fithrt zu einem Satz von orthonormalen Basisvektoren é; (orthogonal

und normiert):

- ay
€1 = —
a1
i—1
61_2(62 é})é;
- =1
61_2(61 é’])é’j

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



64 2.2. Matrizen

2.2 Matrizen

Motivation
- Losung linearer Gleichungssysteme
- Beschreibung von Basistransformationen

u.s.w.

2.2.1 Definitionen

D FEin Schema

A A oo Ag,
Ay Asa ... Agy
Ami Amz . Amn

von m-n Elementen A;; € IR heifit eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, kurz
m X n-Matrix.

m=n die Matrix heifit quadratisch
Ail AZ‘Q c. Am i-te Zeile
Ay .
. j-te Spalte
A
( Ail AZ'Q Ce Azn ) 1-ter Zeilenvektor
Alj
Ay .
_ j-ter Spaltenvektor
Apj
Diagonalelemente alle A;; mit ¢ = j

Nicht — oder Aufler —
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diagonalelemente alle A;; mit ¢ # j
An
Diagonalmatrix dh A; =0fir ¢#j
0
A?’LTL
1

1 0

Einheitsmatrix d.h. Ay =0 f31r Z%]
Ay =1 fir i=j
0
1

Nullmatrix 0 d.h. A;; =0 fiiralle 4,7
Obere Dreiecksmatrix dh A;=0 j<1

0

0
Untere Dreiecksmatrix dh A; =0 j>1
0

Bandmatrix dh. A;; =0 fir |i—j]>1

0
Symmetrische Matrix A=Ay
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Antisymm. Matrix A = —Aj
A A Az o A

Transponierte Matrix : : A= (Ay)
zur Matrix A = (4;5) '

A e A

2.2.2 Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation
mit einem Skalar

D Zwei m x n-Matrizen A = (A;;) und B = (Byj) (Aij, Bij € R) heiffen gleich wenn
fiir alle Elemente

gilt.

D Zwei m x n-Matrizen A und B werden addiert/subtrahiert indem ihre Elemente
addiert/subtrahiert werden.

C=A+B

S Die Addition von Matrizen ist kommutativ.

S Die Menge aller m x n-Matrizen A = (A;;) mit A;; € IR bildet bzgl. der Matrizad-
dition eine abelsche Gruppe.

D Eine Matriz A wird mit einem Skalar A multipliziert indem jedes Element der

Matriz mit dem Skalar multipliziert wird.
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A ..o A M oo Mo,

A1 o A Mopa o0 Mo

2.2.3 Matrixmultiplikation

D Das Produkt einer m x n-Matriz A mit einer n x p-Matriz B ist definiert durch
die m X p-Matriz C mit dem Elementen

CU:ZAlkBk] <Z:17,m,j:1,7p)

k=1

p n p
] B

_ - _
|
|

m }——-——{:m 1 n

|

L 1 L L
C A B

m Die Matrixmultiplikation ist im allg. nicht kommutativ
d.h.iallg.: AB# BA

) - (1)
N0 - (G

D FEine Matrix B heif$t Links- bzw. Rechtsinverse einer Matriz A falls gilt
BA=F bw AB=F
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D Eine Matriz A heifit regulér, falls es eine Matriz B gibt, die gleichzeitig Links-
und Rechtsinverse von A ist; sonst singulér.

m A und B miissen notwendigerweise quadratisch sein.

N

B=A""

Darstellung von Vektoren als Matrizen:

ai by

ST

I

I
IS

Syl

I

I
[S3

b1
Sl b
c?b:ZazbZ = <a1 as ... &n) .2
i=1 :
G,

= a'b

2.2.4 Elementare Umformungen

D Unter einer elementaren Umformung einer Matrixz versteht man die Manipula-
tion einer einzelnen Zeile oder Spalte dieser Matrixz und die einfache Kombination solcher
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Manipulationen.

m Im folgenden nur Zeilenumformungen — Spaltenumformungen laufen analog!

1. Multiplikation aller Elemente einer Zeile mit einem Skalar A:

All A12 Ce Alj N Alm All A12 c Alj N Alm
Agl ...... Agj Agm A21 Agj A2m
Apt Anz oo Ang oo Anm At Az oo Ao Ao

kompakter durch Zeilenvektoren a; ausgedriickt:

a1 a1

1 0 .00
01 0 0 0
00 0 10
00 0 0 1

CAS-Beispiel | @

|
Es wird zunéchst eine beliebige 4 x4-Matrix A sowie eine 4 x4-Umformungsmatrix Uy, die
die dritte Zeile von A mit % multiplizieren soll, erstellt (achten Sie darauf, daf die Indizes
von Matrizen genau wie bei Listen von 0 beginnen). Die Multiplikation U; A liefert das
gewiinschte Ergebnis:

import numpy as np
A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],

[2,-3, 5, 6],
[3) Oy 2’ 1],
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"""
Es wird zunaechst eine beliebige 4x4-Matrix A sowie eine
4x4-Umformungsmatrix U1, die die dritte Zeile von A mit
1/3 multiplizieren soll, erstellt (achten Sie darauf, dass
die Indizes von Matrizen genau wie bei Listen von 0 beginnen). 
Die Multiplikation U1 A liefert das gewuenschte Ergebnis:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 5, 6], 
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]])

U1 = np.identity(4)
U1[2, 2] = 1/3
U1
np.dot(U1, A)

"""
Alternative (hier muessen die Eintraege der Matrix A als 
Gleitpunktkommazahlen definiert werden):
"""

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 5, 6], 
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]], dtype = float)

A[2,:] = A[2,:] * 1/3
A
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[2,-3, 4, 111)

Ul = np.identity (4)
ui[2, 2] = 1/3
U1

np.dot (U1, A)

Alternative (hier miissen die Eintrage der Matrix A als Gleitpunktkommazahlen definiert
werden):

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
[2,-3, 5, 6],
[3, 0, 2, 11,
[2,-3, 4, 1]], dtype = float)

Af2,:] = A[2,:] x 1/3
A

Beachten Sie jedoch, dal dieser Aufruf im Gegensatz zum obigen Aufruf die urspriingliche
Matrix A iiberschreibt.

2. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:

A= sz' A= di j‘ oy _ An+Apn An+Ajp o A+ A
Q4 Q5 Ajl Ajg e Ajm
C_L;n C_L:n A Ana . Anm

Ausdriicken durch Matrixmultiplikation:

10 0 0 00
0 1 0 ...0 00

A =UA mit Up= | ° 0 1 1 o
0 0 1
0 0 0...0 10
0 0 0...0 01

<. —
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|
Die folgende 4 x4-Umformungsmatrix Us soll Zeile 1 zu Zeile 3 addieren. Die Multiplikation
U, A liefert das Ergebnis:

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
[2,-3, 5, 6],
(s, o, 2, 11,
[2,-3, 4, 111)

U2 = np.identity (4)
U2[2, 0] =1
U2

np.dot (U2, A)

Alternative:

Al2,:] = A[2,:] + A[O,:]
A

3. Addition einer mit einem Skalar A € IR \ {0} multiplizierten Zeile zu einer anderen
Zeile:

— — — — —

aj ay 51 ay ay
CL]‘ (lj CLj —|— /\(Iz‘ CLj —f- )\CLZ‘ CLj —f- )\CLZ‘

A/ == U3A mit U3 = U{UQUl

alternative Moglichkeit den i-ten zum j-ten Zeilenvektor zu addieren:

1 1 1

CAS-Beispiel | @

|
Die folgende 4 x4-Umformungsmatrix Us soll das —2-fache der Zeile 1 zu Zeile 4 addieren.
Die Multiplikation Uz A liefert das Ergebnis:

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



"""
Die folgende 4x4-Umformungsmatrix U2 soll Zeile 1 zu Zeile 3
addieren. Die Multiplikation $U2 A$ liefert das Ergebnis:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 5, 6],
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]])

U2 = np.identity(4)
U2[2, 0] = 1
U2
np.dot(U2, A)

"""
Alternative:
"""

A[2,:] = A[2,:] + A[0,:]
A


HE
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"""
Die folgende 4x4-Umformungsmatrix U3 soll das
-2-fache der Zeile 1 zu Zeile 4 addieren. Die Multiplikation
U3 A liefert das Ergebnis:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 5, 6],
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]])

U3 = np.identity(4)
U3[3, 0] = -2
U3
np.dot(U3, A)

"""
Alternative:
"""

A[3,:] = A[3,:] + (-2*A[0,:])
A
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import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
[2 5 _3: 5 6] )
3, o0, 2, 11,
[2,-3, 4, 111)

U3 = np.identity (4)

U3[3, 0] = -2

U3

np.dot (U3, A)

Alternative:
A[3,:1 = A[3,:]1 + (-2%A[0,:1)
A

4. Vertauschen zweier Zeilen:

ai ai
a; 2 a;
—»/L — — ! —
Q. a; + a;
dn dn

a1 a1 a1

1 —a; a; 3 as;
i — Z—» l) — J — - —»‘7
A=-1 a; + q; a; + a; A=—1 a;
dn, an, dn,

Als Kombination von elementaren Umformungen ausgedriickt:

Al == U4A mit U4 = UgUéUlUg

<=

CAS-Beispiel }

Die folgende 4 x4-Umformungsmatrix Uy, soll die Zeilen 2 und 4 vertauschen
plikation Uy A liefert das Ergebnis:

. Die Multi-

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2
[2,-3
[3, 0
[2,-3

U4 = np.identity (4)

U4[3, 3] =0

u41, 1] = 0

U41, 3] =1

U443, 1] =1

U4

>

B

>

£l

31,
61,
11,
111)




"""
Die folgende 4x4-Umformungsmatrix U4 soll die Zeilen 2 und 4
vertauschen. Die Multiplikation U4 A liefert das Ergebnis:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 5, 6],
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]])

U4 = np.identity(4)
U4[3, 3] = 0
U4[1, 1] = 0
U4[1, 3] = 1
U4[3, 1] = 1
U4
np.dot(U4, A)

"""
Alternative:
"""

A[[1, 3]] = A[[3, 1]]
A

"""
Im Folgenden wird gezeigt, dass sich U4 aus den anderen
U-Matrizen erhalten laesst. Da zwei U2-Matrizen auftauchen,
wird zusaetzlich die Matrix U2a erstellt.
"""

U2a       = np.identity(4)
U2a[3, 1] = 1
U1        = np.identity(4)
U1[1, 1]  = -1
U2        = np.identity(4)
U2[1, 3]  = 1
U3        = np.identity(4)
U3[3, 1]  = -1
U3
U2
U1
U2a
np.dot(U3, np.dot(U2, np.dot(U1, np.dot(U2a, A))))

"""
Das Ergebnis der Multiplikation
U3 U2 U1 U2a
stimmt mit U4 ueberein.
"""
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np.dot (U4, A)

Alternative:
A[[1, 311 = A[[3, 111
A

Im Folgenden wird gezeigt, dafl sich U, aus den anderen U-Matrizen erhalten 1aft. Da
zwei Us-Matrizen auftauchen, wird zusétzlich die Matrix Us, erstellt.

A = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
[2:_3s 5s 6]3
[3’ O, 2’ 1]’
[2,-3, 4, 111)

U2a = np.identity (4)

U2al[3, 1] =1

U1 = np.identity (4)

U1, 1] = -1

U2 = np.identity (4)

21, 31 =1

U3 = np.identity (4)

Uu3[3, 11 = -1

U3

U2

U1

U2a

np.dot (U3, np.dot (U2, np.dot(Ul, np.dot(U2a, A))))

Das Ergebnis der Multiplikation Us U Uy Uy, stimmt mit Uy iiberein.

S Mittels elementarer Umformungen lafit sich jede quadratische Matrix auf die Form

100 0000 0
010

0 01

0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0
000 0000 0
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bringen.

B

1) Ajy; durch Vertauschen von Zeilen (Spalten) zu einem Element # 0 iiberfiihren.

1
2) Durch Multiplikation der 1. Zeile mit 1 erreicht man, dal A;; = 1 wird.
11

3) 1. Spalte und 1. Zeile bis auf A;; auf 0 bringen.
4) Behandeln der Restmatrix wie zuvor.

5) Vollstiandige Induktion.

2.2.5 Rang einer Matrix

D Die mazimale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matriz
heifit der Zeilen-/Spaltenrang dieser Matrix.

Fine elementare Umformung dndert den Zeilen-/Spaltenrang einer Matriz nicht.

B zu Umformung vom Typ 1: Zeilenrang r, a; Zeilenvektoren, r <n

vorher:
T |
i=1
nachher:
L, {Aaj fiir i =j
a; = N
a; sonst
T '

S Na'=0 = S Na, =0
=1 i=1
A=A VA
N =XNA fir i=j = N =0 Vi=1,...,r
= \N=0 Vi=1,...,r
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S Der Zeilenrang einer Matriz ist gleich ihrem Spaltenrang und wird kurz mit Rang
bezeichnet.

B Der letzte Satz zusammen mit der Tatsache, dafl jede Matrix auf die Form

— 100 0000 0
010
, 0 01
Zeilenrang
0 1 0
- 0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0
0 00 0000 0
l |
Spaltenrang

gebracht werden kann.

CAS-Beispiel | @

|
Im Folgenden wird durch mehrere elementare Umformungen die 3x3-Matrix A auf die
Form einer Einheitsmatrix gebracht. Die Prozeduren UMAT1...UMAT4, die von mathchem
zur Verfiigung gestellt werden, entsprechen dabei den Umformungsmatrizen U;...Uy der
vorherigen Beispiele mit den angegebenen Parametern.

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
[2,-3, 61,
(3, o, 111D

_ steht fiir das letzte Ergebnis.

from mathchem import UMAT1, UMAT3

np.dot (UMAT3(3, 3, 1, -3), A)
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"""
Im Folgenden wird durch mehrere elementare Umformungen die
3x3-Matrix A auf die Form einer Einheitsmatrix gebracht.
Die Prozeduren UMAT1...UMAT4, die von mathchem
zur Verfuegung gestellt werden, entsprechen dabei den
Umformungsmatrizen U1...U4 der vorherigen Beispiele mit den
angegebenen Parametern.
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 6],
               [3, 0, 1]])

"""
_ steht fuer das letzte Ergebnis.
"""

from mathchem import UMAT1, UMAT3

np.dot(UMAT3(3, 3, 1, -3), A)
np.dot(UMAT3(3, 2, 1, -2), _)
np.dot(UMAT1(3, 2, -1/7) , _)
np.dot(UMAT3(3, 3, 2, 6) , _)
np.dot(UMAT1(3, 3, -1/8) , _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 2, -2), _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 3, -3), _)

"""
Man kann auch die einzelne Operationen in einem Schritt rechnen lassen:
"""

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 6],
               [3, 0, 1]])

umat =  np.dot(UMAT3(3, 1, 3, -3),
        np.dot(UMAT3(3, 1, 2, -2),
        np.dot(UMAT1(3, 3, -1/8 ),
        np.dot(UMAT3(3, 3, 2,  6),
        np.dot(UMAT1(3, 2, -1/7 ),
        np.dot(UMAT3(3, 2, 1, -2),
        UMAT3(3, 3, 1, -3)))))))
        
umat*A

"""
Man kommt in diesem Beispiel nur mit Zeilenumformungen aus. 
Warum?
Versuchen Sie, die Matrix B umzuformen:
"""

B = np.matrix([[3  , 4,  5],
               [1/8, 6, 12],
               [0  , 2,  4]], dtype = float)
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np.dot (UMAT3(3, 2, 1, -2), _)

np.dot (UMAT1(3, 2, -1/7) , _)
np.dot (UMAT3(3, 3, 2, 6) , _)
np.dot (UMAT1(3, 3, -1/8) , _)

np.dot (UMAT3(3, 1, 2, -2), _)

np.dot (UMAT3(3, 1, 3, -3), _)

Man kann auch die einzelne Operationen in einem Schritt rechnen lassen:

umat =

umat *A

np. 1

np. 1

np. 3

.dot (UMAT3(3, 3, 2, 6),
2
2
-3

oy

np.
np.
UMAT3(3, 3, 1,

A = np.matrix([[1, 2, 3],

[2,-3, 61,
(3, o, 111)

dot (UMAT3 (3,
dot (UMAT3 (3,
dot (UMAT1 (3,

s 8p =8)¢
5 Bg _2)’
) _1/8 ),

dot (UMAT1 (3,
dot (UMAT3 (3,

» —1/T ),
) 1, -2):
)))))))

Man kommt in diesem Beispiel nur mit Zeilenumformungen aus. Warum?

Versuchen Sie, die Matrix B umzuformen:

B = np.matrix([[3 , 4, 5],

[1/8, 6, 127,
[0 , 2, 4]], dtype = float)
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m Die Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matrix spannen einen Vektorraum der Dimension
r auf.

D (alternativ) Eine quadratische n X n-Matriz deren Rang r = n ist, heifit regulér,
sonst singulér.

2.2.6 Inverse von quadratischen Matrizen

S Ist der Rang r einer n x n-Matrix A gleich der Dimension n dieser Matrix, so
existiert ihre inverse Matrix A1, die gleichzeitig Links- und Rechtsinverse ist, mit der
Eigenschaft:

AAT=E=A14

B Invertierbarkeit von Matrizen.

Ist 7 = n, so gibt es eine Reihe von k elementaren Umformungen U; (i = 1,...,k) mit

k k
=1

=1

Die rechtsinverse Matrix A ist gleich der linksinversen Matrix A;':

Esgilt: A7'A = E und AA'=FE
AA7'A = EA=A
ATTAATTA = ATMA

~—— ~——
E E

EA'A = E
ATTA = E= A=A
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Das Gaufl-Jordan Verfahren zur Matrixinversion:

Forme eine n x n-Matrix A, deren Rang gleich ihrer Dimension ist, mittels elementarer
Umformungen auf die Einheitsmatrix £ um. Wende die gleichen Umformungen auf die
Einheitsmatrix E an: es entsteht dabei die inverse Matrix A~!,

CAS-Beispiel | @

Im Folgenden wird die Matrix A schrittweise in eine Einheitsmatrix iiberfiihrt. Die selben
Umformungen werden auf die Einheitsmatrix £ angewendet.

import numpy as np

A = np.matrix ([[1, 2, 3],
[2,_3: 6],
[3, 0, 111)

E = np.identity (3)

from mathchem import UMAT1, UMAT3

np.dot (UMAT3(3, 3, 1,-3), A)

np.dot (UMAT3(3, 2, 1,-2), _)

np.dot (UMAT1(3, 2, -1/7), _)

np.dot (UMAT3(3, 3, 2, 6), _)

np.dot (UMAT1(3, 3, -1/8), _)

np.dot (UMAT3(3, 1, 2,-2), _)

np.dot (UMAT3(3, 1, 3,-3), _)

np.dot (UMAT3 (3, 3, 1,-3), E)

np.dot (UMAT3(3, 2, 1,-2), _)

np.dot (UMAT1(3, 2, -1/7), _)

np.dot (UMAT3(3, 3, 2, 6), _)

np.dot (UMAT1(3, 3, -1/8), _)

np.dot (UMAT3(3, 1, 2,-2), _)




"""
Im Folgenden wird die Matrix A schrittweise in eine Einheitsmatrix
ueberfuehrt. Die selben Umformungen werden auf die Einheitsmatrix E
angewandt.
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 6],
               [3, 0, 1]])
           
E = np.identity(3)

##################################################

from mathchem import UMAT1, UMAT3

np.dot(UMAT3(3, 3, 1,-3), A)
np.dot(UMAT3(3, 2, 1,-2), _)
np.dot(UMAT1(3, 2, -1/7), _)
np.dot(UMAT3(3, 3, 2, 6), _)
np.dot(UMAT1(3, 3, -1/8), _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 2,-2), _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 3,-3), _)

##################################################

np.dot(UMAT3(3, 3, 1,-3), E)
np.dot(UMAT3(3, 2, 1,-2), _)
np.dot(UMAT1(3, 2, -1/7), _)
np.dot(UMAT3(3, 3, 2, 6), _)
np.dot(UMAT1(3, 3, -1/8), _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 2,-2), _)
np.dot(UMAT3(3, 1, 3,-3), _)

"""
Das Ergebnis sollte am Ende der inversen Matrix A^-1 entsprechen.
Ueberpruefen Sie dies.
"""

A.getI()
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np.dot (UMAT3(3, 1, 3,-3), _)

Das Ergebnis sollte am Ende der inversen Matrix A~! entsprechen.
Uberpriifen Sie dies.

A.getI()

Das Gaufl Verfahren:
Ausgangspunkt: AA ' =F

1) Bringe A durch elementare Umformungen auf obere Dreiecksform A’:

—— ——
A E'
A/ Afl — El
J
o
a;
0 _— A
a;

Fiir jede Spalte j =1,...,n
—— Fiir jede Zeilei = (j +1),...,n
C_L)i — Eiz _C_iinj/Ajj
& — € —eli;/Ej;

a;, aj, €, €; : Zeilenvektoren

2) Lose das Gleichungssystem A’ A~! = F’ fiir A1

X=A Yy =A" Z=E
i i _ n _ O
0
J J
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Fiir jede Spalte 7 =1,...,n
—— Fiir jede Zeile i =n, ..., 1

Yo XaYey = Zy
k=1
XY+ Y XaYey = Zy
k=i+1
Yij = (Ziy— Y XuYas)/ X
k=i+1

Beispiel:

1) Forme A in eine obere Dreiecksmatrix um. Wende dieselben elementaren Umfor-
mungen auf E an.

A E
1 20 1 00
2 0 2 010
1 11 0 01
1 20 1 00
0 —4 2 -2 10
1 11 0 01
1 20 1 00
0 —4 2 -2 10
0 -1 1 -1 0 1
1 20 1 00
0 —4 2 —2 10
o 01) \-roin
Al E’
2) Lose die Gleichung
1 20 a b c 1 00
0 -4 2||defl=]-2 10
0o 0 3 g h i -1 -1 1

Berechne die Elemente der 1. Spalte von A~!:
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entsprechend fiir 2. und 3. Spalte!

1 20 1 1 =2 1 00
= [0 —4 2 0 -3 1] =1[-2 10
0 0 3 -1 -3 2 -1 -11
120 11 =2 100
= 2 0 2 0 -2 1| =1(010
111 -1 -1 2 001
S Rechenregeln
(AB)™ = BtA!

(AB)" = BTAT

D Fine reelle n x n-Matriz A heifit orthogonal, wenn sie der Bedingung AT = A~}
gentgt.

Fiir orthogonale Matrizen gilt:
ATA = A'A=E
| S S
> A Ay = By
k=1
Z AiAgj = 0;; <+ Kroneckersymbol

k=1

D.h. Spalten-und Zeilenvektoren orthogonaler Matrizen sind orthogonal und normiert,
d.h. orthonormiert.

CAS-Beispiel | @

|
A ist eine orthogonale Matrix:

import numpy as np

A = np.matrix ([[1/3 , 2/3, 2/31,
[2/np.sqrt(5) , 0, -1/np.sqrt(5)],
[2/np.sqrt (45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)11],
dtype = float)
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"""
A ist eine orthogonale Matrix:
"""

import numpy as np
  
A = np.matrix([[1/3          ,            2/3,           2/3],
               [2/np.sqrt(5) ,              0, -1/np.sqrt(5)],
               [2/np.sqrt(45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)]], 
               dtype = float)

"""
Zur Ueberpruefung der Orthogonalitaet werden zunaechst die drei
Spaltenvektoren aus A nach a1, a2 und a3 kopiert,
wobei die Prozedur A[:, n] verwendet wird:
"""

a1 = A[:,0]
a2 = A[:,1]
a3 = A[:,2]

"""
Durch Bilden des Skalarprodukts wird nun ueberprueft,
ob die Vektoren normiert sind.
Begruenden Sie die Vorgehensweise und kommentieren Sie das 
Ergebnis:
"""

a1.transpose()*a1

a2.transpose()*a2

a3.transpose()*a3

"""
Als naeachstes wird ueberprueft, ob die Vektoren gegenseitig
orthogonal sind:
"""

a1.transpose()*a2

a1.transpose()*a3

a2.transpose()*a3

"""
Ueberpruefen Sie, ob die Zeilenvektoren b1, b2 und b3,
die sie mit A[n, :] erhalten, ebenfalls orthonormiert sind.

B = A^T ist die Transponierte von A. Wenn A orthogonal ist, muss 
auch gelten: B = A^-1.
Was erwarten Sie dann fuer das Produkt B A?
"""

B = A.transpose()

np.dot(B, A)

i-A.getI()

"""
Versuchen Sie, andere orthogonale Matrizen zu erstellen.
"""
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Zur Uberpriifung der Orthogonalitit werden zunichst die drei Spaltenvektoren aus A
nach al, a2 und a3 kopiert, wobei die Prozedur A[:, n] verwendet wird:

al = A[:,0]
a2 = A[:,1]
a3 = A[:,2]

Durch Bilden des Skalarprodukts wird nun iiberpriift, ob die Vektoren normiert sind.
Begriinden Sie die Vorgehensweise und kommentieren Sie das Ergebnis:

al.transpose ()*al

a2.transpose ()*a2

a3.transpose ()*a3

Als néchstes wird iiberpriift, ob die Vektoren gegenseitig orthogonal sind:

al.transpose ()*a2

al.transpose ()*a3

a2.transpose ()*a3

Uberpriifen Sie, ob die Zeilenvektoren b1, b2 und b3, die sie mit A[n, :] erhalten, eben-
falls orthonormiert sind. B = AT ist die Transponierte von A. Wenn A orthogonal ist,
muf auch gelten: B = A~L,

Was erwarten Sie dann fiir das Produkt B A?

B = A.transpose ()
np.dot (B, A)

B-A.getI()

Versuchen Sie, andere orthogonale Matrizen zu erstellen.

D Gilt fiir eine kompleze Matriz A™* = A", so wird sie als unitir bezeichnet. Hierbei
ist AT = AT die komplex transponierte Matriz zur komplezen Matriz A.
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2.3 Determinanten

2.3.1 Definitionen

D Unter einer Permutation versteht man eine beliebige Verdnderung der Anordnung
der Elemente eines n-Tupels.

Beispiel:

D FEine Permutation, bei der nur zwei Elemente vertauscht werden nennt man Trans-
position.

Beispiel:

S Jede Permutation P lafit sich in eine endliche Anzahl von Transpositionen zerlegen.

Beispiel:

1 2 3 a b ¢ a b c
P_<3 1 2) 1'T13_<c b a) 2'T23_<a c b)

= P =1T501T3

m Es kommt auf die Reihenfolge an, d.h. die Verkniipfung ist nicht kommutativ!

S Jede Permutation P laf$t sich entweder in eine gerade oder ungerade Zahl von Trans-
positionen zerlegen. Die Funktion Signum(P) gibt an, ob eine gerade oder ungerade
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Anzahl von Transpositionen vorliegt:

Signum(P) :{ i_i } fiir { uiegi(iZe } Anzahl von Transpositionen

D Jeder n x n-Matriz A wird durch die Vorschrift

© L TNPn

D = Y Signum(P)Ay, Asp,Asp, ... A
P

in eindeutiger Weise eine Zahl D zugeordnet, die als Determinante n-ter Ordnung

bezeichnet wird. Hierbet wird tiber alle n! Permutationen P = 23 ..n der
pP1 P2 P3 .- Pn

Spaltenindizes i summiert.

N

A11 ce Aln
D=detA=]|A| =
A oo A

Beispiel:

n=2:

1 2 Signum(P)

!
2 +
1

detA = ’

detA = +1(A11A22) 1
—1(A12A21) 2

All A12 A13
detA = A21 A22 A23 1 2 3 Szgnum(P)
A31 A32 A33

detA = +1

W W NN =
— RN W W N 4
N — — W N W
+ 0+ +
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Regel von Sarrus:

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix 148t sich mit Hilfe der Regel von Sarrus leicht be-
rechnen. Man schreibt den 1. und 2. Spaltenvektor rechts neben die Matrix. Die Produkte
aller Elemente der Diagonalen von links oben nach rechts unten werden addiert, diejenigen
Produkte der Elemente der Diagonalen von rechts oben nach links unten subtrahiert.

NN\

All A12 A13 All A12

N X /
A21 A22 A23 A21 A22
/X AN

A31 A32 A33 A31 A32

= A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32
- A13A22A31 - A11A23A32 - A12A21A33

CAS-Beispiel | @

|
Die Determinante einer Matrix erhdlt man mittels numpy.linalg.det:

import numpy as np

A = np.matrix ([[1, 2, 3],
B,=-8, &1,
B, ©, 1)

np.linalg.det (A)

B = np.matrix([[1, 2, 3],
[1,-3, 6],
F2 4

np.linalg.det (B)

C = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
(2,-3, 4, 6],
[3, 0, 2, 11,
[2,-3, 4, 111)

np.linalg.det (C)

D Als Unterdeterminante D;; (n — 1)-ter Ordnung bezeichnet man eine Determi-
nante, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte einer n x n-Matriz entsteht.
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"""
Die Determinante einer Matrix erhaelt man mittels numpy.linalg.det:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 6],
               [3, 0, 1]])
np.linalg.det(A)

##################################################

B = np.matrix([[1, 2, 3],
               [1,-3, 6],
               [2, 4, 6]])
np.linalg.det(B)

##################################################

C = np.matrix([[1, 2, 2, 3],
               [2,-3, 4, 6],
               [3, 0, 2, 1],
               [2,-3, 4, 1]])
np.linalg.det(C) 
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2.3. Determinanten

Ki; = (—1)"" D;; wird als algebraisches Komplement bezeichnet.
Beispiel:
An A A
A A
A = | An Axp Ay | Dy= | Ali Alz
Azi Asx Ass o

Ky = (—1)2+3D23 = —AjAsg + A3 Asg

2.3.2 Eigenschaften von Determinanten

S Die Determinante einer oberen/unteren Dreiecksmatriz A ist:

Spezialfalle:

Matrizen, die elementare Umformungen représentieren:

e Finheitsmatrix £ :det £ =1
° U1 : det U1 =)\
° U2 : det U2 =1

o ngdetngl

S Fiir Umformungsmatrizen Uy vom Typ 4 gilt:

det U4 =-1

= A11A32 - A31A12

CAS-Beispiel }

<=

Uberzeugen Sie sich von den Aussagen iiber die Determinanten von Umformungsmatrizen.



"""
Ueberzeugen Sie sich von den Aussagen ueber die Determinanten von 
Umformungsmatrizen.
"""

import numpy as np

U1 = np.identity(4)
U1[2, 2] = 1/3
U1
np.linalg.det(U1)

##################################################

U2 = np.identity(4)
U2[2, 0] = 1
U2
np.linalg.det(U2)

##################################################

U3 = np.identity(4)
U3[3, 0] = -2
U3
np.linalg.det(U3)

##################################################

U4 = np.identity(4)
U4[3, 3] = 0
U4[1, 1] = 0
U4[1, 3] = 1
U4[3, 1] = 1
U4
np.linalg.det(U4)
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import numpy as np

Ul = np.identity (4)
ui[2, 21 = 1/3
U1

np.linalg.det (U1)

U2 = np.identity (4)
Uu2[2, 0] =1
U2

np.linalg.det (U2)

U3 = np.identity (4)
U3[3, 0] = -2
U3

np.linalg.det (U3)

U4 = np.identity (4)
U4[3, 3] =0

u4af1, 11 =0
u4f1, 3] =1
u4[3, 11 =1
U4

np.linalg.det (U4)

S Die Determinante eines Produktes von Matrizen My und M, ist gleich dem Produkt
der Determinanten von My, und M.

det(MlMQ) = det(Ml) det(Mg)

CAS-Beispiel | @

Es werden zunéchst zwei beliebige Matrizen A und B erzeugt:

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
[2,-3, 1],
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"""
Es werden zunaechst zwei beliebige Matrizen A und B erzeugt:
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 1],
               [3, 0, 1]])
           
B = np.matrix([[1, 0, 2],
               [4,-1, 2],
               [0, 2, 1]])

"""
Im naechsten Schritt werden die Determinanten von A und B berechnet
und multipliziert:
"""

detA = np.linalg.det(A)
detB = np.linalg.det(B)
detA*detB

"""
Die Determinante des Produkts A B liefert folgendes Ergebnis:
"""

np.linalg.det(np.dot(A, B))
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[3, o, 111)
B = np.matrix ([[1, 0, 2],
[4,_1: 2],
(o, 2, 111

Im néchsten Schritt werden die Determinanten von A und B berechnet und multipliziert:

detA = np.linalg.det (A)
detB = np.linalg.det (B)
detAxdetB

Die Determinante des Produkts A B liefert folgendes Ergebnis:

np.linalg.det(np.dot (A, B))

S Multipliziert man eine Zeile/Spalte einer Matrix A mit einem Skalar A\ wobei die
Matriz A’ entsteht, so wird det A mit X multipliziert; d.h. det A" = \det A.

B

A/ - UlA
det A" = det(U; A) = det(U;) det(A) = Adet A

S Es qgilt:

det(AM) = A" det M

B siehe oben

S Addiert man zu einer Zeile/Spalte einer Matriz A eine Linearkombination der ibri-
gen, wobei die Matrixz A’ entsteht, so dndert sich die Determinante nicht, d.h. es gilt
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det A’ = det A.

B

A = Tvia
det A" = det (H U§> det A

= (H(det U§)) det A

)

= (Hl) det A =det A

S Vertauscht man in einer Matriz A zwei Zeilen/Spalten, wobei die Matriz A’ entsteht,
so dndert sich das Vorzeichen der Determinante, d.h. es gilt det A’ = — det A.

B

A = UA
U, enthélt Uy mit A = —1 =

detU; = —1 und detA =—detA

S Es qult:

det A = det AT

B Folgt direkt aus der Definition.

Beispiel:
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90 2.3. Determinanten

AH A12 T All A21
A= At =
<A21 A22>—> <A12 A22>

det A = A11A22 — A12A21 ; A11A22 — A21A12 = det AT

S Es qult:

det(A™) = (det A)~*

AAT ' =E
= det(AA™) =detE
det(A)det(A™ 1) =1

1
det(Ail) = @ = (det A)il

CAS-Beispiel | @

Es wird zunéchst eine Matrix A aufgestellt und dann ihre Determinante berechnet. Im
letzten Schritt wird die Determinante von A~!, der Inversen von A, berechnet.
Was fillt Thnen auf?

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
[2,-3, 11,
(3, o, 111

np.linalg.det (A)

AINV = A.getI()
np.linalg.det (AINV)

1/np.linalg.det (A)

S Fiir orthogonale Matrizen gilt:
det A = +1




"""
Es wird zunaechst eine Matrix A aufgestellt und dann ihre 
Determinante berechnet. Im letzten Schritt wird die Determinante
von A^-1, der Inversen von A, berechnet.
Was faellt Ihnen auf?
"""

import numpy as np
  
A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 1],
               [3, 0, 1]])

##################################################

np.linalg.det(A)

##################################################

AINV = A.getI()
np.linalg.det(AINV)

1/np.linalg.det(A)
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E = AA7!
det E=1 = det(AA™)
= det(A) det A
= det(A) det AT
= (det A)?
=detA = =+1

CAS-Beispiel }

A ist eine orthogonale Matrix (Uberzeugen Sie sich davon).
Welches Ergebnis erhélt man fiir die Determinante 7

import numpy as np

A = np.matrix ([[1/3 , 2/3, 2/31,
[2/np.sqrt (5) , 0, -1/np.sqrt(5)],
[2/np.sqrt (45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)1],
dtype = float)

np.linalg.det (A)
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"""
A ist eine orthogonale Matrix (Ueberzeugen Sie sich davon).
Welches Ergebnis erhaelt man fuer die Determinante ?
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1/3          ,            2/3,           2/3],
               [2/np.sqrt(5) ,              0, -1/np.sqrt(5)],
               [2/np.sqrt(45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)]], 
               dtype = float)

##################################################

np.linalg.det(A)
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S Sind die Zeilen-/Spaltenvektoren einer Matriz A linear abhingig, so gilt det A =
0. (Linear abhingig heif$t, daff mindestens ein Zeilen-/Spaltenvektor durch die anderen
darstellbar ist.) In diesem Fall ist der Rang r der Matriz kleiner als ihre Dimension n:
r<n.

B Durch k elementare Umformungen bringt man die Matrix auf folgende Form:

A=

S OO O
S OO = O

o= O O
SO = O O O
S OO OO

0
= detA = )\k>\k—1 D St det A=0
—_———
Vorfaktoren der

k elementaren
Umformungen

= detA' =0

Anmerkung: Bei linear unabhéngigen Zeilen-/Spaltenvektoren stiinden in der gesamten
Diagonalen Einsen.

Also gilt:

det A=0 < Rang(A)=r<n & Aistsingulir & A~! existiert nicht
det A#0 < Rang(A)=r=n & Aistregulir < Al existiert

‘ CAS-Beispiel | @

A ist eine 3x3-Matrix, deren Determinante und inverse Matrix A~! berechnet werden.
Was fillt Thnen auf?

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
[2,-3, 1],
3, o, 111D

np.linalg.det (A)




"""
A ist eine 3x3-Matrix, deren Determinante und inverse Matrix
$A^-1 berechnet werden.
Was faellt Ihnen auf?
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 3],
               [2,-3, 1],
               [3, 0, 1]])
          
np.linalg.det(A)
A.getI()

"""
B ist eine 3x3-Matrix, deren Determinante und inverse Matrix
B^-1 berechnet werden.
Was faellt Ihnen auf?
"""

B = np.matrix([[1, 1, 2],
               [4,-1, 2],
               [5,-1, 4]])

np.linalg.det(B)
B.getI()
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A.getI()

B ist eine 3x3-Matrix, deren Determinante und inverse Matrix B~! berechnet werden.
Was fallt Thnen auf?

B = np.matrix([[1, 1, 2],
[4,_1’ 2],
[5,-1, 411)

np.linalg.det (B)

B.getI()

2.3.3 Berechnung einer Determinanten
a) entsprechend der Definition
b) fiir 3 x 3-Matrizen: Regel von Sarrus
¢) Umformung in eine Dreiecksmatrix

M — M’ (M’ ist obere Dreiecksmatrix)
M=U ..UM

U; : elementare Umformung
= det M’ =[] M

i=1
= det M = (1) det M’

k : Zahl der Zeilenvertauschungen

d) Laplacescher Entwicklungssatz

S Laplacescher Entwicklungssatz: Ist A eine n x n-Matriz, D;; eine Unterde-
terminante von A und K;; = (—1)""D;; das zugehirige algebraische Komplement, so
qgilt

M=

detA =

i
I

(—1)"* Ay Dy,

I
WE

i
I
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2.3. Determinanten

(Entwicklung nach der i-ten Zeile), bzw.

detA = ZAijkj
k=1

= Y (=1)"* A Dy,
k=1

(Entwicklung nach der j-ten Spalte)

Beispiel:

Entwicklung nach der ersten Zeile: (i = 1)

3
D=detA = Y (=1)'""*AuDy
k=1

(=D (A1 D) + (—1)""?(A12D12) + (1) (A3 D13)

+1A11 (A Asz — AgzAszo)
—1A15(A Agz — AzzAsi)
+1A13( A Agy — Az Asy)
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2.4 Lineare Gleichungssysteme

2.4.1 Definitionen

D Fiir gegebene Ay, b; € R mit i = 1,...,n; k = 1,...,m wird das System von
Gleichungen:

Anxy + Apry + . 4+ AT = by
Aoy + Agoo + ... + Aoy, = by

Anlxl + An2x2 +...+ Anmxm = bn

als lineares Gleichungssystem (LGS) fir das unbekannte Ldsungstupel (x4, ..., %)

bezeichnet.

E Im folgenden gelte m = n; also genausoviel Unbekannte x; wie Gleichungen.

N

€ by

>
I

A: n x n-Koeffizientenmatrix, mit © = : ,

Der Rang von A heifit der Rang des LGS.

D Firb =0 spricht man von einem homogenen LGS, das stets die triviale Losung
hat (und eventuell weitere Lisungen). Die Liosung eines inhomogenen LGS mit
das nicht das zugehérige homogene LGS list, heifst partikular.

=0
b0,

+
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96 2.4. Lineare Gleichungssysteme

2.4.2 Losbarkeit eines LGS’s

S Die Losungen eines homogenen LGS’s AZ = 0 bilden einen linearen Vektorraum der
Dimension h =n — r, wenn r der Rang von A ist und n die Dimension von A.

B

AF = 0
Elementare Umformungen fithren zu
1 0000
01 000
00100 |2 =0
00 00O
00 00O

7' gegeniiber ¥ gegebenenfalls zeilenvertauscht.
Damit ist z; =0 fiir ¢ = 1,...,r und x; frei wahlbar firi=7r+1,...,n.

Somit kénnen h = n — r linear unabhéngige Vektoren & bestimmt werden.

S Abgeschlossenheit (des aufgespannten linearen Vektorraumes):

Seien ¥ und y Losungen, dann ist auch \T + py Liosung.

B

S Damit ein homogenes LGS nicht nur die triviale Losung besitzt, mufs det A = 0 sein,
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d.h. v <n. Gilt n =r, so besitzt das LGS nur die triviale Lésung T = 0.

B Folgt unmittelbar aus obigem.

S FEin inhomogenes LGS Ax = b ist genau dann losbar, wenn der Rang der Koeffizi-
entenmatriz A gleich dem Rang der erweiterten n x (n + 1)-Matriz

A11 Aln b1
A oo Aun by

18t.

B Mit A = (@, da, . .., d,) (Spaltenvektoren) 148t sich schreiben:

51$1+52$2+...+5n$n = b

D.h. b muf} eine Linearkombination der @; sein. Dies ist nur moglich, wenn b in dem von
der Basis {dy, ds, . .., d,} aufgespannten Vektorraum liegt.

S Jede Liosung T eines inhomogenen LGS’s ist die Summe einer speziellen (parti-
kuldren) Losung Z1 und einer beliebigen Liosung ¥y des zugehdrigen homogenen LGS’s:

Afl = b1
AZy = 0
= AT +7) = AT +AT =b+0=0

S FEin inhomogenes LGS ist genau dann eindeutig losbar, wenn das dazugehdrige ho-
mogene LGS nur die triviale Losung besitzt.

B In diesem Fall ist Rang A = n. Damit existiert A=

= A'b

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



98 2.4. Lineare Gleichungssysteme

ist die gesuchte Losung!

Da b = Zﬁi% (mit @; : Spaltenvektoren von A) eindeutig ist, beziiglich der Entwick-

lungskoeffizienten von z;, ist auch & als Losung von A X = b eindeutig.

CAS-Beispiel | @

|
A und glegen ein LGS A7 = b fest.

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2],
£2, -2, 1]},
[2, o, 111)

o'
I

np.array ([[2, -1, 2]])

Die Determinante von A ist ungleich 0. Was folgt daraus?

np.linalg.det (A)

Die inverse Matrix zu A erhalt man mit:

AINV = A.getI()

Die gesuchte Losung & ergibt sich aus:

x = AINV*b.transpose ()
X

Uberpriifen Sie das Ergebnis auf Korrektheit.
Gibt es weitere Losungen?

Alternative Berechnung von #: Cramersche Regel (siche z.B. Bronstein)



"""
A und b legen ein LGS A x = b fest.
"""

import numpy as np

A = np.matrix([[1, 2, 2],
               [2,-2, 1],
               [2, 0, 1]])
           
b = np.array([[2, -1, 2]])

"""
Die Determinante von A ist ungleich 0.
Was folgt daraus?
"""

np.linalg.det(A)

"""
Die inverse Matrix zu A erhaelt man mit:
"""

AINV = A.getI()

"""
Die gesuchte Loesung x ergibt sich aus:
"""

x = AINV*b.transpose()
x

"""
Ueberpruefen Sie das Ergebnis auf Korrektheit.
Gibt es weitere Loesungen?
"""
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2.5 Basistransformation
und Symmetrieoperationen

2.5.1 Koordinaten eines Vektors beziiglich einer festen Basis

Bezogen auf eine feste Basis p; mit ¢ = 1,..., n, die einen Vektorraum aufspannt, 1483t
sich jeder Vektor dieses Raumes als Linearkombination darstellen (vgl. 2.1.6).

b= Y A\

S

AiDi P

Bestimmung der Koordinaten \;:

Pi-b = PiL-PiA+ D1 Pada + D1 PsAs + ..
Pn b Dn - DIA1L + P - DaAa + Dy - D3As + ...
¢ A7
p1-b Pi-P1 ... Di-Pn A
mit & = : JA = : : ,T=1
P b Do Br oo Do A

—

Losung des inhomogenen LGS liefert Z und damit die gesuchten Koordinaten \;: # = A™!.¢

2.5.2 Basistransformation

Problemstellung:

Wie sind die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer Basis pj, ..., p, verkniipft mit
den Koordinaten bzgl. einer zweiten Basis ¢i, ..., ¢, ?
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q2
H2(>
. T
oo
q2 b
G159

Hih D2 P2
- > VAT D1
N N

! VAT BT

!

b= D1+ Xepa =

S

1

gzﬂlil“‘/@éé =

=)

iAi
r H1
ili by = ( L1 )
Ziel ist es nun, herauszufinden, welcher Zusammenhang zwischen l_);; und l;q besteht, wenn
die Basisvektoren iiber

n
2
=1

n
2
=1

j=1

miteinander verkniipft sind (sind die Vektoren {¢;} orthonormiert dann ist 7j; = (gj, p;))-
Der Vektor b muf unabhéngig vom Koordinatensystem sein:

b = M+ Nafat ...+ Ay
= (@Tu+@ITn+ ...+ @I\

+ (T2 + GTos + ..+ GTh2) Xo
+ ...

+ (T + GTon + ...+ G Ton) N
= (TuM +Tide + ...+ T M) @
+ (T +Toodo + ...+ Topn M) o
+ ...

+ (TaM +Toaha+ .o+ T\

= G+ pe@+ .+ pndn

n
= Z 1iGi
i=1
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Also sind die neuen Koordinaten gegeben durch

pe = > Ty
j=1
H1 A1
Dl o= bg=T =T
Lin An

Eigenschaften der Transformationsmatrix 7"

Sind p; und ¢; orthonormiert, so gilt:

e Die Matrixelemente in der j-ten Spalte sind die Komponenten des alten Basisvektors

p; beziiglich der neuen Basis ¢ mit ¢ =1,...,n.
e T ist regulér
e T ist orthogonal 77! =T7
o detT = +1
e Skalarprodukte werden durch eine Basistransfomation nicht veréndert:
'y = (T%) (T
= (T2)"(Ty)
= 21T Ty
= 2TT Ty
= 7

Insbesondere bleibt die Lange des Vektors erhalten!

e Sind ¢; und p; Basisvektoren im Ortsraum, so spricht man von Koordinatentrans-
formation.

2.5.3 Symmetrieoperationen

D Symmetrieoperationen wie Drehung, Spiegelung etc., sind Operationen, die ein
Objekt in sich selbst tiberfiihren.

o Identitiat F:

Triviale Symmetrieoperation (1-Element)
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e n-fache Drehung C):

Drehung um Vielfaches von 27/n um eine feste Achse

NHs

~7 (4

e Inversion /: Punktspiegelung am Symmetriezentrum

o Ptlg

'7/'

e Spiegelung o: Spiegelung an einer Ebene — la8t sich zusammensetzen aus einer
Drehung C5 und der Inversion I, wobei die Drehachse orthogonal zur Spiegelebene
steht und das Inversionszentrum mit dem Schnittpunkt von Drehachse und Ebene
zusammenfallt.

/]
/
’
/
/
/
/
/
v
'
o '

Cy |
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e Drehspiegelung 5,,:

Drehung um 27 /n mit anschlieBender Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur Dreh-
achse.

Symmetrieoperationen lassen sich durch ihre Auswirkung auf einen sinnvoll gewéhlten
Satz von Basisvektoren (-funktionen) mittels Matrizen darstellen. Fiir die Ortsvektoren

—

bestehen diese Darstellungen aus 3 x 3-Matrizen, wobei gilt: 7 = M, - 7

m Aktive Interpretation der Operation,
d.h. die Ortsvektoren werden geédndert, das Koordinatensystem bleibt im Raum fest. Es

gilt:

o 1
Maxtiv = Mpassiv

wobeil M.

passiv eine Koordinatentransformation reprasentiert.

Klassifizierung der obigen Symmetrieoperationen:

e alle Operationen sind Punktoperationen, d.h. es gibt mindestens einen Fixpunkt 7
mit 7= 7.

o det M, =+1 fir E, C,,: eigentliche Drehungen
det My = —1 fiir I, o, S,: uneigentliche Drehungen

Bei Festkorpern tritt weiterhin die Translation als Symmetrieoperation auf:

—/

7' =7+d mit d=nyd, + nads + nsds (drei Raumrichtungen)

Kombination von Rotation und Translation:

7 = {R|@}F= Ri+d
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In Matrixnotation zusammengefaflt:

' Ry Rz Riz a, T
Y _ Ry Ry Roz ay Yy
4 R31 R3y Rsz a. z
1 0 0 0 1 1
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2.6 Eigenwertprobleme

2.6.1 Definitionen

D Die Gleichung AT = AT bzw. (A — AE)T = 0 zu einer gegebenen n X n-Matriz
A stellt ein spezielles Eigenwertproblem (EWP) dar. Der gesuchte Vektor & wird als
Eigenvektor, der gesuchte Skalar A wird als Eigenwert bezeichnet.

(A — AE) heifit charakteristische Matrix, das Polynom det(A — \E) heifit charak-
teristisches Polynom. Die Gleichung in A\, die sich aus (A — AE) = 0 ergibt heifst
charakteristische Gleichung. Diese Gleichung n-ten Grades in X besitzt n Losungen
Ao miti=1,... n. Sindm der \; gleich, so heifit dieser Eigenwert m-fach entartet.

Zu gegebenen Matrizen A und B nennt man AX = ABZ ein verallgemeinertes EWP.

2.6.2 Losung eines Eigenwertproblemes

1. Schritt:

Losen der charakteristischen Gleichung det(A — AE) = 0, liefert die Eigenwerte \; fiir
1=1,..,n.

2. Schritt:
Losen des homogenen LGS’s (A — \;E)Z; = 0 (bzw. A;%; = 0 mit A; = A — AE) liefert zu

jedem \; ein Z; (i =1,...,n).
3. Schritt

. . — 1 —
Normieren der n Eigenvektoren: x; — ﬁx,
T

Beispiel:

1. Schritt:

charakteristische Gleichung:

1-X 2
0 = det( 5 1_)\>:(1—)\)2—4

& (1-N)’=4=>XN,=142=X \=-1 und X\ =3

2. Schritt:

Einsetzen in das homogene LGS, um die Eigenvektoren Z; herauszufinden:
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2.6. Eigenwertprobleme

Fir \q;:

(1) (3 2] -

141 2 \.
9 141 )% T

=1

(23)(8) = (5)
IR

also ist ¥; = < ) ein moglicher Eigenvektor zu A;.

-1
Fiir )\21

VN
—
N |
w
—_
[ )
w
N———
S
|
=]}

Mﬁ@:<g):
(32)(:) - (
(4 () - |

= —a+b =

o o O O
N~

also ist ¥y = ( 1 ) ein moglicher Eigenvektor zu A,.

3. Schritt

Normieren der Eigenvektoren:

o) =)
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Allgemeine Losung fiir obiges Beispiel: H = < g g )

Das zugehérige EWP tritt auf der in quantenmechanischen Behandlung des HJ -Molekiils
im Rahmen der Hiickel-Theorie.

1. Schritt

(O‘_A b )f:5:> (=N =% = o=a=£f

= Alz&—ﬁ )\2:a+ﬁ

2. Schritt und 3. Schritt

Fiir Aq:
(52)-(5" %)) -
(1) -
n - ()
Fir Ag:

CAS-Beispiel | @

Die Matrix H ist die sogenannte Hiickelmatrix, die sich bei der Behandlung des -
Elektronensystems von Benzol ergibt. Sollen Variablen in der Matrix verwendet werden,
so wird das Modul SymPy bend&tigt:

from sympy import Matrix
from sympy.abc import a, b

H = Matrix([[a, b, O, O, O, Dbl,
[b, a, b, 0, 0, 01,
[0, b, a, b, 0, 0],
[0, O, b, a, b, 0],
[0, 0, 0, b, a, bl,
[b, 0, 0, 0, b, all)
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"""
Die Matrix H ist die sogenannte Hueckelmatrix, die sich bei der
Behandlung des π-Elektronensystems von Benzol ergibt. Sollen
Variablen in der Matrix verwendet werden, so wird das Modul SymPy
benoetigt:
"""

from sympy import Matrix
from sympy.abc import a, b
  
H = Matrix([[a, b, 0, 0, 0, b],
            [b, a, b, 0, 0, 0],
            [0, b, a, b, 0, 0],
            [0, 0, b, a, b, 0],
            [0, 0, 0, b, a, b],
            [b, 0, 0, 0, b, a]])

"""
Die Energiewerte fuer elektronische Zustaende erhaelt man als Eigenwerte
von $H$ mittels eigenvals:
"""

H.eigenvals()

"""
Die Eigenvektoren lassen sich mittels eigenvects ermitteln:
Anmerkung: Die folgenden Berechnungen koennen je 
nach Computer auch einige Minuten in Anspruch nehmen!
"""

H.eigenvects()

"""
Diese Prozedur liefert gleichzeitig die Eigenwerte und deren Entartung.
Sind die Eigenwerte des Beispiels entartet?
Nochmals dasselbe fuer Cyclobutadien:
"""

H = Matrix([[a, b, 0, b],
            [b, a, b, 0],
            [0, b, a, b],
            [b, 0, b, a]])    

T = H.eigenvects()

U = Matrix([(eigenvect/eigenvect.norm())[:] 
        for eigenvect in [T[0][2][0], T[0][2][1], T[1][2][0], T[2][2][0]]])

G = U*H*U.transpose()
G

H.eigenvals()
G.eigenvals()

"""
Alternativ koennen die Eigenwerte und Eigenvektoren auch direkt mittels
diagonalize erhalten werden:
"""

T, G = H.diagonalize(sort = True, normalize = True)

T
G

H.eigenvals()
G.eigenvals()
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Die Energiewerte fiir elektronische Zustdnde erhélt man als Eigenwerte von H mittels
eigenvals:

H.eigenvals ()

Die Eigenvektoren lassen sich mittels eigenvects ermitteln:

Anmerkung: Die folgenden Berechnungen kénnen je nach Computer auch einige Minuten in Anspruch nehmen!

H.eigenvects ()

Diese Prozedur liefert gleichzeitig die Eigenwerte und deren Entartung. Sind die Eigen-
werte des Beispiels entartet?

Nochmals dasselbe fiir Cyclobutadien:

H = Matrix([[a, b, 0, b],
[b: a, b: O]a
[0, b, a, bl,
(b, 0, b, all)

T = H.eigenvects ()

U = Matrix([(eigenvect/eigenvect.norm()) [:]
for eigenvect in [T[0][2][0], T[0][2][1],
T[1]1[2]C0], T([2][2][0]111)

G = U*xH#*U.transpose ()

G

H.eigenvals ()

G.eigenvals ()

Alternativ konnen die Eigenwerte und Eigenvektoren auch direkt mittels diagonalize
erhalten werden:

T, G = H.diagonalize(sort = True, normalize = True)

H.eigenvals ()

G.eigenvals ()
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2.6.3 Eigenschaften eines Eigenwertproblemes

S Sind die Eigenwerte \; zu (A — AE)Z = 0 nicht entartet, so gilt:

a) zu jedem \; gibt es genau ein T;

b) die n Eigenvektoren ¥; sind linear unabhingig.
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B zu b)

Annahme: lineare Abhéngigkeit, dann gilt:
dowidi = 0
i=1

=1

i=1
Z#z‘)\ifi = 0
i=1

n
Zl/z‘fi = 0
i=1

= u; = const - v; = const - u;\; das hiefle, dal \; = const sein muf}, was aber ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist!

S Ist ein Eigenwert \; m;-fach entartet, so gibt es hierzu s; linear unabhdngige Eigen-

vektoren mit 1 < s; < m;. Bei insgesamt k verschiedenen Eigenwerten \; (i = 1,...,k)
k k

mit Entartung m; gilt daher: k < s <mn mit s = Z s; undn = Zmi.
i=1 i=1

S Das Eigenwertproblem (A—\E)T =0 mit A = A" (d.h. reelle symmetrische Matriz)

besitzt:

a) n reelle Figenwerte
b) n linear unabhingige Eigenvektoren
c) sind die Eigenwerte nicht entartet, so sind die Figenvektoren orthogonal

d) ist ein Eigenwert m-fach entartet, so sind die Eigenvektoren linear unabhdngig und
lassen sich orthonormieren.

N MT ist die komplex transponierte Matrix von M, d.h. (MT);; = M.

J
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B zu a) Erweitere die Aussage auf hermitesche Matrizen mit A = Af

AY = M\
Ar = Mz
TAr = M\a'x

(Afz)fz = X|z?
(Ax)fz = M|z
o)tz = M)

Nate = Mz

A = A = )\ist reelll

Dies ist eine wichtige Eigenschaft der Hamiltonmatrix H in der Quantenmechanik, wo

das Eigenwertproblem (H — AE)Z = 0 zu l6sen ist.

S Die Eigenwerte \; zu einer Matriz A und zu einer Matriz A’ = TAT ™1 sind gleich.

B

hierfiir gilt die charakteristische Gleichung det(A — AE) =0

TAT'T# = TA mit TAT '=A" und T#=27'
= A7 =\’
die charakteristische Gleichung hierfiir lautet:
det(A" — \FE
det(TAT™' — \E
det(T(A - XT'ET)T!
det(T) det(T~ ') det(A — A\E

—_— — —
Il
o O O o O

dies ist nun die gleiche charakteristische Gleichung wie zu A7¥ = AZ. Damit sind auch die
Eigenwerte gleich!

m Speziell gilt dies fiir Basistransformationen bei denen 7! = T gilt.
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Beispiel:

(01 1 (11 L1 (1
A_<1 0) T_2<1 —1> T _2<1 —1)

det(A—AE) =N —1=0 = \o==+1

= L0 () B0 )
i) )
-5 2

det(TAT™' —\E) = 0

1—X 0
det( 0 _1_>\> =0

1-MN(=1-X) = 0
—1+X =0
Ao = #1

CAS-Beispiel | @

H ist eine 3x3-Matrix, deren Eigenwerte bestimmt werden sollen. Die Anweisung shape (H)
findet heraus, welche Dimension H besitzt.

import numpy as np

H = np.matrix([[2, 1, 1],
[1, 2, 11,
(1, 1, 211

np.shape (H)

T ist eine beliebige orthogonale Transformationsmatrix.

T = np.matrix ([[1/3, 2/3, 2/3],
[2/np.sqrt (5) , 0, 1/np.sqrt(5)],
[2/np.sqrt (45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)]1])

TINV = T.getI()
np.dot (T, TINV)




"""
H ist eine 3×3-Matrix, deren Eigenwerte bestimmt werden sollen.
Die Anweisung ndim(H) findet heraus, welche Dimension H
besitzt.
"""

import numpy as np

H = np.matrix([[2, 1, 1],
              [1, 2, 1],
              [1, 1, 2]])

np.ndim(H)

"""
T ist eine beliebige orthogonale Transformationsmatrix.
"""

T = np.matrix([[1/3,                      2/3,           2/3],
               [2/np.sqrt(5) ,              0,  1/np.sqrt(5)],
               [2/np.sqrt(45), -5/np.sqrt(45), 4/np.sqrt(45)]])

TINV = T.getI()
np.dot(T, TINV)

"""
Im Folgenden werden die Matrix H und ihre Transformierte 
G = T H T^-1 aufgelistet. Zudem werden die jeweiligen
Eigenwerte berechnet.
Was faellt Ihnen auf?
"""

from numpy.linalg import eig, eigvals

H
G = np.dot(T, np.dot(H, TINV))
eigvals(H)
eigvals(G)

"""
Berechnen Sie die Eigenvektoren von H und G.
Was faellt auf?
"""

eig(H)
eig(G)

"""
Im naechsten Beispiel wird die Matrix T aus den zuvor 
berechneten Eigenvektoren der Matrix H erstellt. Was
faellt Ihnen auf, wenn Sie die errechneten Eigenvektoren
mit solchen vergleichen, wie sie z.B. vom
SHMO-Tool erhalten werden?
Ihnen bei den berechneten Eigenvektoren ein Problem auf?
Anmerkung: Die folgenden Berechnungen 
koennen je nach Computer auch einige Ninuten in Anspruch 
nehmen!
"""

from sympy import Matrix
from sympy.abc import a, b
  
H = Matrix([[a, b, 0, 0, 0, b],
            [b, a, b, 0, 0, 0],
            [0, b, a, b, 0, 0],
            [0, 0, b, a, b, 0],
            [0, 0, 0, b, a, b],
            [b, 0, 0, 0, b, a]])

H.rank()
T, G = H.diagonalize(sort = True, normalize = True)

T
G

"""
Was faellt bei der folgenden Auflistung von H und G auf?

"""
H.eigenvals()
G.eigenvals()

"""
Die Rechnung liefert eine diagonale Matrix G mit den Eigenwerten 
auf der Diagonalen -- daher oft die Bezeichnung Diagonalisierung
statt Eigenwertbestimmung.
"""
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Im Folgenden werden die Matrix H und ihre Transformierte G = T H T—! aufgelistet.

Zudem werden die jeweiligen Eigenwerte berechnet.
Was fallt Thnen auf?

from numpy.linalg import eig, eigvals

H

G = np.dot(T, np.dot(H, TINV))

eigvals (H)

eigvals (G)

Berechnen Sie die Eigenvektoren von H und G.
Was fillt auf?

eig (H)

eig(G)

Im né&chsten Beispiel wird die Matrix 7" aus den zuvor berechneten Eigenvektoren der
Matrix H erstellt. Was fallt [hnen auf, wenn Sie die errechneten Eigenvektoren mit solchen

vergleichen, wie sie z.B. vom SHMO-Tool erhalten werden?

Anmerkung: Die folgenden Berechnungen kénnen je nach Computer auch einige Minuten in Anspruch nehmen!

from sympy import Matrix

from sympy.abc import a, b

H = Matrix([[a, b, O, O, O, b],
[b) a’ b, O’ O, O])
[O’ b! a, b’ O, O],
[O: O: b’ a: ba O]a
(o, o, 0, b, a, bl,
[b, 0, 0, 0, b, all)

H.rank ()

T, G = H.diagonalize(sort = True, normalize = True)

T

G

Was fallt bei der folgenden Auflistung von H und G auf?

H.eigenvals ()

G.eigenvals ()
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Die Rechnung liefert eine diagonale Matrix G mit den Eigenwerten auf der Diagonalen —
daher oft die Bezeichnung Diagonalisierung statt Eigenwertbestimmung.

S Fiir eine Dreiecksmatriz stimmen die Eigenwerte mit den Diagonalelementen tiberein.

B

det(D — AE) = detD’

Die Nullstellen sind die Eigenwerte \; = D;; (i = 1,...,n).

N Statt Eigenwertbestimmung spricht man daher oft von Diagonalisierung.

S Zu jeder reellen symmetrischen Matriz M [ifit sich eine Transformation T ange-
ben, die M in eine Diagonalmatriz M’, iiberfihrt. Die Diagonalelemente von M’ sind die
gesuchten Eigenwerte von M. Die Transformation nennt man Hauptachsentransfor-

mation.

B

(M — \E)Z 0
(TMT T —TM\E)T 0
(TMT - \E)T% 0

wihle T' so, dafl die Zeilenvektoren mit den Eigenvektoren Z; von M {ibereinstimmen.

T 7
) M(Zy,Za, ..., Tp) — AE i Z = 0
xn n
7 7
Ty | Ty
M S |7 = NE| |7
z T
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Speziell fiir ¥ = Z;:

0 0
M| 1| = NE| 1|«
0 0

M, = X; fiir alle j
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Kapitel 3

Funktionen einer Variablen

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definitionen

D Seien A und B zwei beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion oder

Abbildung f von A nach B
f: A—B
eine eindeutige Vorschrift, die einem x € A genau ein y € B zuordnet:

[ or—y=f(z)=y)

Definitionsbereich
Wertebereich
Funktionswert
surjektiv
injektiv/eineindeutig ; siche Abschnitt 1.4
bijektiv
Umkehrabbildung
Graph

u.S.W.

Im folgenden gehen wir von A, B C IR — in einigen Féllen von A, B C C — aus. Damit
sind die Groflen x und y, die wir als unabhingige und abhingige Variablen bzw.
Verinderliche bezeichnen, einfach Zahlen. Wir konnen daher die ”Vorschrift” f in der
Regel durch einfache Rechenoperationen wie Addition, Multiplikation u.s.w. ausdriicken.

116
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3.1.2 Darstellung einer Funktion

a) Angabe des Definitions- und Wertebereichs, sowie der Abbildungsvorschrift.

Beispiel:
f:IR — R
r — y =25z + 102" + 22°
g:R" — R
T — y=+T

Dabei ist es moglich die Funktion abschnittsweise zu definieren.

Stufenfunktion
0 fir x<0
y=hiz) = { 1 fir x>0
Signumfunktion
-1 fir x<0
Yy = sign(x) = 0 fir z=0
+1 fir >0
b) Wertetabelle
unabh.Variab.:UH ‘—3‘—2‘—1‘0‘1‘2‘3‘
abh. Variab. y || o 9] 4] 1]o|1[4]9]

— falls kein einfacher Zusammenhang zwischen x und y besteht

— zum Festhalten von einzelnen Meflergebnissen

¢) Graphische Darstellung mittels eines kartesischen Koordinatensystems:

Y abh. Variable
(Ordinate)

y = f(x)

unabh. Variable
x (Abszisse)

3. 4. Quadrant
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d) Charakterisierung einer Funktion

D Gilt fiir eine Funktion

so wird sie als gerade oder symmetrisch bezeichnet.

D Gilt fiir eine Funktion

so wird sie als ungerade oder punktsymmetrisch oder antisymmetrisch be-
zeichnet.
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D Gilt fiir eine Funktion

fz) = flz+na)

fiir alle n € Z, so wird die Funktion als periodisch bezeichnet und a die Periode
der Funktion.

D Ezistiert ein G € R, so daf fiir alle x € I = [a,b] C D(f) gilt:

f(@)] < G
so heifit die Funktion auf I beschrankt. Gilt:
f@) <G b f(n)> G
so heifit f(x)
nach oben bzw. nach unten
beschrinkt. Liegt diese Figenschaft vor, so wird die
kleinste obere bzw. grofite untere

Schranke G von f(zx) als

Supremum bzw. Infimum
sup f() = G inf f(r) = G

zel
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bezeichnet. Gilt weiterhin G € {f(x)|x € I}, so wird G als

Maximum bzw. Minimum
NS =6 tep/l) =6

bezeichnet. Ist I = D(f), so spricht man von einem absoluten bzw. globalen Min./Maz.
— ansonsten von einem lokalen Min./Maz.

D Gilt fiir eine Funktion f(z) fir alle x1, xo € D(f) mit 1 < xo:

a) f(x1) < f(z2) so heifft f monoton steigend

b) f(x1) < f(xg) so heifit f streng monoton steigend
c) f(xy)> f(za) so heifst f monoton fallend

d) f(x1) > f(xa) so heifit f streng monoton fallend

(oder wachsend statt steigend)

Yy ) b) streng monoton steigend

a) monoton steigend

D Gilt fiir eine Funktion f(x) fir beliebiges x1, x, xo € D(f) mit x1 < x < xo und der

Hilfsfunktion
f(z2) — f(21)

g(z) = P (x — 1) + f(z1)
a) g(x) > f(z) so heifit f(x) konvex
b) g(z) > f(x) so heifst f(xz) streng konvex
c) g(x) < f(z) so heifst f(x) konkav
d) g(x) < f(z) so heifit f(x) streng konkav
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)
£(2) streng konvexE g1(x)
92()
| streng konkavé f2(@)

T i) i

‘ CAS-Beispiel | @

Wenn Sie das Tool Jupyter Notebook verwenden, fithren Sie diesen Befehl aus, um inter-
aktive Plots zu erhalten. Ansonsten kénnen Sie den Befehl ignorieren.

%matplotlib notebook ‘

Charakterisieren Sie die folgenden Funktionen bzgl. Symmetrie, Beschrinktheit, Mono-
tonie und Kriimmung, wobei der dargestellte Bereich gleich dem Definitionsbereich sei.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid )

plt.plot(x, np.sin(x), label r’$\sin(x)$’)

plt.plot(x, np.cos(x), label r’$\cos(x)$’)

plt.plot(x, np.sin(x)*np.cos(x), label = r’$\sin(x) \cos(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid )

plt.plot(x, x**2, label = r’$x"2$°)

plt.plot(x, x*np.cos(x), label = r’$x \cos(x)$’)
plt.plot(x, x**2*xnp.cos(x), label = r’$(x"2) \cos(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid )

plt.plot(x, x*np.sin(x), label = r’$x \sin(x)$’)
plt.plot(x, x**2*np.sin(x), label = r’$(x~2) \sin(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

X = np.linspace(-1, 1)
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"""
Charakterisieren Sie die folgenden Funktionen bzgl. Symmetrie,
Beschraenktheit, Monotonie und Krueummung, wobei der dargestellte
Bereich gleich dem Definitionsbereich sei.
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, np.sin(x), label = r'$\sin(x)$')
plt.plot(x, np.cos(x), label = r'$\cos(x)$')
plt.plot(x, np.sin(x)*np.cos(x), label = r'$\sin(x) \cos(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, x**2, label = r'$x^2$')
plt.plot(x, x*np.cos(x), label = r'$x \cos(x)$')
plt.plot(x, x**2*np.cos(x), label = r'$(x^2) \cos(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, x*np.sin(x), label = r'$x \sin(x)$')
plt.plot(x, x**2*np.sin(x), label = r'$(x^2) \sin(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-1, 1)
plt.axis([-1, 1, -20, 20])
plt.grid()
plt.plot(x, 1/x)
plt.show()

##################################################

"""
Wie Sie sehen, produziert diese Anweisung noch nicht das gewuenschte
Ergebnis. Beachten Sie, dass die Funktion numpy.linspace
standardmaessig 50 Punkte erzeugt. Um die Funktion bei x = 0
auszuwerten, muss in diesem Beispiel 0 als Wert von x manuell
eingefuegt werden. Durch folgende Anweisung kann die Polstelle bei 
x = 0 sichtbar gemacht werden:
"""

##################################################

x = np.linspace(-1, 1)
x = np.append(x, 0)
x.sort()

plt.axis([-1, 1, -20, 20])
plt.grid()
plt.plot(x, 1/x, label = r'$\frac{1}{x}$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-1, 1)
np.append(x, 0)
x.sort()

plt.axis([-1, 1, -10, 50])
plt.grid()
plt.plot(x, 1/x**2, label = r'$\frac{1}{x^2}$')
plt.legend()
plt.show()

"""
Das Produkt zweier Funktionen, die beide symmetrisch oder beide
antisymmetrisch sind, fuehrt auf eine symmetrische Funktion.
Das Produkt einer symmetrischen mit einer antisymmetrischen Funktion
ist hingegen immer antisymmetrisch.
"""
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plt.axis([-1, 1, -20, 20])
plt.grid )
plt.plot(x, 1/x)

plt.show ()
\ |

Wie Sie sehen, produziert diese Anweisung noch nicht das gewiinschte Ergebnis. Beachten
Sie, daf die Funktion numpy.linspace standardméifBig 50 Punkte erzeugt. Um die Funk-
tion bei x = 0 auszuwerten, muf} in diesem Beispiel 0 als Wert von x manuell eingefiigt
werden. Durch folgende Anweisung kann die Polstelle bei x = 0 sichtbar gemacht werden:

x = np.linspace(-1, 1)
X = np.append(x, 0)
x.sort ()

plt.axis([-1, 1, -20, 201)

plt.grid )

plt.plot(x, 1/x, label = r’$\frac{1}{x}$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-1, 1)
X = np.append(x, 0)
x.sort ()

plt.axis([-1, 1, -10, 501)

plt.grid )

plt.plot(x, 1/x**2, label = r’$\frac{1}{x"2}$°)
plt.legend ()

plt.show ()

Das Produkt zweier Funktionen, die beide symmetrisch oder beide antisymmetrisch sind,
fithrt auf eine symmetrische Funktion. Das Produkt einer symmetrischen mit einer anti-
symmetrischen Funktion ist hingegen immer antisymmetrisch.

3.1.3 Umkehrfunktion

Jede bijektive Funktion f(z) besitzt eine Umkehrfunktion oder inverse Funktion
f1(y) (siche 1.4).

Offensichtlich erhélt man f~!(y) indem man f(z) nach z auflost
- dies ist nur moglich falls f(x) injektiv ist

- weiterhin ist f~'(y) nur dann als Funktion zu bezeichnen, wenn zu jedem y € B ein
x = f~(y) vorliegt, d.h. f(x) surjektiv ist.

D.h. f(x) muf} bijektiv sein.

m In der Regel vertauscht man nach Auflésen von y = f(x) nach x die Variablennamen
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x und y um wieder x als unabhéngige Variable zu haben (in Gegensatz zur Darstellung
in Abschnitt 1.4).

oy
r = i(y—5)
2) |
y = (=5
A Yy
1. Winkelhalbierende
f(z)

Offensichtlich geht f~! durch Spiegelung der Funktion f an der 1. Winkelhalbierende
hervor.

AV y:fil(x):w2

S Jede streng monoton steigende (fallende) Funktion f ist umkehrbar, sofern der Wer-
tebereich ggf. so eingeschrdnkt wird, dafS die Funktion surjektiv wird.

B Fiir eine streng monoton steigende (fallende) Funktion f(z) und beliebige x1, xo
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mit 1 # xo gilt

r1 <z damit f(xy) < f(z2) (f(x1) > f(z2)) oder
o <z damit f(xe) < f(z1) (f(x2) > f(21))

damit gilt immer f(x1) # f(z2) Va1, 2, 1 # T, d.h. f(x) ist injektiv.

S Ist eine Funktion f streng monoton steigend/fallend, so ist auch ihre Umkehrfunktion
streng monoton steigend/fallend.

E Annahme: f sei streng monoton steigend.
r1 < To f(l’l) <
Mit T1 = To gilt daher flzy) =
Tr1 > To f >
D.h. T < T9 <= f(l‘l) < f(l’g)
Mit y; = f(2;) und @ = f~'(y;), 4= 1,2
) <) & n<y
Dh.oyr <yo = fH(y1) < [ ().

Damit ist auch f~!(y) streng monoton steigend!

Ist f monoton fallend, so lauft der Beweis analog.

3.1.4 Verkniipfung von Funktionen

Durch die Verkniipfung zweier oder mehrerer Funktionen 148t sich eine neue Funktion
erhalten, deren Definitionsbereich gegeniiber denen der urspriinglichen Funktionen einge-
schrankt sein kann.

D Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier Funktionen
sind wie folgt definiert:

hz)= (f£g)=) = f
hz)= (f-9)x) = f
hz)= (fl9)(z) = f

() £g(x) mit D(f+g) = D(f)ND(g)
(z)-g(z) mit D(f-g) D(f) N D(g)
(x)/g(xz) mit D(f/g) = D(f)ND(g)\{z|g(z)=0}

Beispiel:

fix — a?
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g:x +— sinx
(f£g):z — 2°+sina
(f-g):xz s 2% sinz
(f/g) :x +— 2%/sing fir x#nm,neZ

S

sowie das Distributivgesetz:

Es gelten die Assoziativ- und Kommutativgesetze der Addition und Multiplikation,

f+g = g+t

f-9 g-f
f+(g+h) = (f+g9)+h
f-(g-h) = (f-9)-h
(f+g)-h = f-htg-h

Das Argument x der Funktionen wurde weggelassen.

D

durch:

Die Verkettung oder Komposition f o g zweier Funktionen f und g ist definiert

(fog)(z) = flg(x)) mit D(fog)={zlxe D(g)Ag(r)e D(f)}

D.h. zuerst wird die Funktion g ausgewertet und dann das Ergebnis als Argument in die
Funktion f eingesetzt.

Beispiel:
g:x — H+Tx
! 7T
(fog)w) = =l5+T7a~2
xr) = = x]— =
g 7 7
_ 0 +x— >
7 7
=
= I(z) identische Abbildung

In diesem Beispiel ist die Funktion ¢ gerade die Umkehrfunktion von f, d.h. es gilt g = f~!.
Offensichtlich gilt ganz allgemein

(fof @) = I(x)
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S Fiir die Verkettung von Funktionen gilt das Assoziativgesetz, nicht jedoch das Kom-
mutativgesetz:

folgoh) = (fog)oh
in der Regel gilt: fog # gof

Beispiel:
fix — 2°
g:x +—— sinzx
fog:x —— [sin(z)]® =sin’x
gof:x +—> sina?

CAS-Beispiel | @

Die Rechengesetze fiir Funktionen lassen sich graphisch leicht demonstrieren. Dazu werden
die beiden Funktionen f(z) und g(x) sowie deren Verkniipfungen hl(z), ..., h6(z) definiert:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return x + 2

def g(x):
return np.sin(x)

def hi1(x):
return f(x) + g(x)

def h2(x):
return f(x) - g(x)

def h3(x):
return f(x) * g(x)

def h4(x):
return f(x) / g(x)

def hb5(x):
return f(g(x))

def h6(x):
return g(f(x))




"""
Die Rechengesetze fuer Funktionen lassen sich graphisch leicht
demonstrieren. Dazu werden die beiden Funktionen f(x) und
g(x) sowie deren Verknuepfungen h1(x), ..., h6(x) definiert:
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
  
def f(x):
    return x + 2

def g(x):
    return np.sin(x)

def h1(x):
    return f(x) + g(x)

def h2(x):
    return f(x) - g(x)

def h3(x):
    return f(x) * g(x)

def h4(x):
    return f(x) / g(x)

def h5(x):
    return f(g(x))

def h6(x):
    return g(f(x))

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, h1(x), label = r'$f(x) + g(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, h2(x), label = r'$f(x) - g(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, h3(x), label = r'$f(x) g(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
y = h4(x)
y[np.abs(y) > 20] = np.nan
plt.axis([-5, 5, -5, 5])
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, y, label = r'$f(x) / g(x)$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, h5(x), label = r'$f(g(x))$')
plt.legend()
plt.show()

##################################################

x = np.linspace(-5, 5)
plt.grid()
plt.plot(x, f(x), label = r'$f(x)$')
plt.plot(x, g(x), label = r'$g(x)$')
plt.plot(x, h6(x), label = r'$g(f(x))$')
plt.legend()
plt.show()
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x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid O

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, hi(x), label = r’$f(x) + g(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid ()

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$7)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, h2(x), label = r’$f(x) - g(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid O

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$’)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, h3(x), label = r’$f(x) g(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

y h4 (x)

y[np.abs(y) > 20] = np.nan

plt.axis([-5, 5, -5, 51)

plt.grid )

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, y, label = r’$f(x) / g(x)$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid ()

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, h5(x), label = r’$f(g(x))$’)
plt.legend ()

plt.show ()

x = np.linspace(-5, 5)

plt.grid )

plt.plot(x, f(x), label r’$f(x)$’)
plt.plot(x, g(x), label r’$g(x)$’)
plt.plot(x, h6(x), label = r’$g(£f(x))$’)
plt.legend ()

plt.show ()
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3.2 Grenzwerte

3.2.1 Zahlenfolgen

D Zahlenfolgen oder kurz Folgen sind spezielle Funktionen a mit dem Definitions-
bereich D(a) = IN (oder einer Teilmenge von IN):

a:IN — R
n +—— a(n)=a,

Statt a(n) schreibt man oft a,,.

a, wird als n-tes Glied der Zahlenfolge ag, aq, as, ... bezeichnet.
Das Symbol {a,} reprdsentiert die gesamte Zahlenfolge.

Gilt fir alle Glieder a, |a,| < B, so heifit die Folge beschrankt.

Gibt es zu jeder noch so kleinen Zahl € > O eine natiirliche Zahl ny € IN, so daf$ fiir alle
n > ng |la, — G| < € gilt, so heifft G der Grenzwert der Zahlenfolge und man sagt
{a,} konvergiert gegen G.

Symbolisch: nlgg() a, = G.
Speziell fir G =0 spricht man von Nullfolge.
Existiert kein Grenzwert, so sagt man die Folge divergiert.

Monotonie: vgl. Abschnitt 5.1.

m {a,} ist nicht mit der Menge {a,|n € IN} zu verwechseln, da hier die Reihenfolge von
Bedeutung ist.

Grenzwertuntersuchung: ny hingt in der Regel von € ab weshalb oft ng(€) geschrieben
wird.

Beispiel:

1
n+1

ay, = gefordert: |a, — 0| < € mit Grenzwert G =0

Setze ng =1 — 1.
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Beispiele fiir Zahlenfolgen:

Beschrankt Monoton Konvergent Grenzwert
1la,=5+n — + — —
2| a,=(-1)" + — — —
3la,=(-1)"-n — — _ _
41 a,=+/n — + — —
5| an = =5 + + + 0
6|a,=(1+2)"n>0 + + + e=2,7182...
Eulersche Zahl
Berechnung von Grenzwerten:
n? + 3n + 2
a, = ————
5n? + 3
T4+3:+25
- 5+3%
T+3/n+2/n* 7
n—oo 5+ 3/n? 5

D

eine Teilfolge von {a,}.

Beispiel:
{nk} = 2, 4, 6, 8 ...
{a,} = 1, 4, 9, 16, 25, 36,
{an,} = 4, 16, 36,

CAS-Beispiel }

Sei {ny} eine streng monoton wachsende Folge mit ny € IN, dann nennt man {a,, }

p =

Mittels der Prozedur SERIES des mathchem-Moduls lassen sich Folgen beziiglich ihres

Grenzwertes untersuchen und graphisch darstellen.

from mathchem import SERIES
from sympy.abc import n

def a(n):
return (7*n**2+3*xn+2)/(5*xn**x2+3)

SERIES(a(n), n, 1, 100)

SERIES(a(n), n, 20, 600)
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"""
Mittels der Prozedur SERIES des mathchem-Moduls
lassen sich Folgen bezueglich ihres Grenzwertes untersuchen
und graphisch darstellen.
"""

import matplotlib
from mathchem import SERIES
from sympy.abc import n

##################################################

def a(n):
    return (7*n**2+3*n+2)/(5*n**2+3)

SERIES(a(n), n, 1, 100)

##################################################

SERIES(a(n), n, 20, 600)

##################################################

SERIES((1+1/n)**n, n, 1, 200)

##################################################

SERIES((-1)**n, n, 1, 100)


HE
'CAS Python Beispiel'
Python-Quellcode


130 3.2. Grenzwerte

SERIES ((1+1/n)**n, n, 1, 200)

SERIES ((-1)**n, n, 1, 100)

3.2.2 Grenzwert einer Funktion

D Eine Funktion f(x) (x € A= D(f) C IR) besitzt an einer Stelle xy den Grenzwert

G, falls es zu jedem € > 0 ein 6(xg,€) > 0 gibt, so dafs fir alle x mit |x — x| < §(xg,€)
qgilt:

[f(x) =G| < €
symbolisch.:
b f(@) = ¢

alternativ laf$t sich schreiben:

m Die Funktion f(z) muf fiir x = x¢ nicht notwendigerweise definiert sein.

Der “mazximale Abstand’ §, den x von xo haben darf damit |f(xz) — G| < €, héngt in der
Regel von € und zy ab — daher §(x, €).

crel f(z)
G I
G—¢l--=-------7 :

To— 0 o To+ 0 x

Beispiel:
flz) =2
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=Y

|f(zo+0)— G| < €
’(:c0+5)2—x3‘ < €

f ist iiberall definiert somit G = f(xq) = 23
Annahme: xg > 0: Wihle § > 0

A=

‘(ZB():E(S)Q—Q?(Q)’ (o +0)* —22 < e
(o +0)* < x5 +e¢
) —To+\/7d + €

5(%0,6) < .770( 1+€2—1>
\ Lo

d.h. zu jedem € und z; ist ein d angebbar, so daf§ die Grenzwertbedingung erfiillbar ist.

A\

S FEine Funktion f(x) besitzt an der Stelle xy genau dann den Grenzwert G, wenn fir
alle Zahlenfolgen {x,} mit lim z, =z gilt lim flz,) =G.

Beispiel:

1
lim sin <> = 7
z—0 €T
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Zahlenfolge:
1 1 1 1 ‘ ‘
b = 2 o om0 lmfe)=0
2 2 2 ) ‘
2 2 2 2
led = 50 % 10 Tr Jim 2, =0 lim f(zn)

Verschiedene Zahlenfolgen fithren zu unterschiedlichen Grenzwerten! Damit kein Grenz-
wert fiir die Funktion selbst.

Beispiel:

Stufenfunktion
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n—o0 n—oo

1

{zp,} =a+ e lim z, =a lim h(z,) =+1
I :

{z,} =a— 3 lim z, =a lim h(z,) =0

n—o0 n—oo

Es existiert kein Grenzwert.

D Ezistiert zu jedem € > 0 ein 0(xg,€) > 0 so dafs fiir alle x mit xo < x < 9+ 6 bzw.
To— 0 < x < xo gilt:

[f(z) — G| <e
so bezeichnet man G als
rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert
A /) =G S, /) =C
alternativ
611)1(%f(x0+5):G 5li>r51+f(;v0—5):G

oder lim f(zo+3J)=G § negativ!
0—0~

m Damit ein Grenzwert im allgemeinen Sinn existiert mufl demnach der links- und recht-
seitige Grenzwert existieren und beide gleich sein.

D Ezistiert zu jedem € > 0 ein x1(€), so daf fir alle x > x1 bzw. x < 1 gilt

[f(z) — G| <e
so besitzt f den Grenzwert G.

lim f(x) =G  bzw. lim f(z)=G

T—00 T——00
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horizontale
y A Asymptote

Tr — +00 |
G = T — —00
G=5

D Ezistiert zu jedem beliebigen A ein §(A) > 0, so daf fiir alle x mit 0 < |z — xo| < ¢

qgilt
fle)>A  baw.  f(z)< A
so besitzt f(x) an der Stelle xy den uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo.

lim f(z) = +o0

Tr—T0

=Y T polstelle
mit vertikaler
Asymptote

D Analoge Definitionen gelten weiterhin fiir die uneigentlichen Grenzwerte

lim f(x) =400  bzw. lim f(x)==£o00

r—=F00 r—xoE0
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3.2.3 Methoden der Grenzwertbestimmung

a) Ausnutzen des folgenden Satzes:

S Seien f und g zwei Funktionen mit den Grenzwerten F und G an der Stelle
T = xg, S0 gilt:

a) lgm(fig)(m) = F£d
T—T0
) dm (7)) = F-G
c) lgn(f/g)(x) = F/G falls G #0
T—T0
Beispiel:
. sinw . ) 9
Aus lim = 1 (siehe unten) und lim(z — 2)° = 4 folgt:
z—0 x—0
. sinx . sinx . o\2
Moo T Ay /il

= 1/4
b) Umformen der Funktionsterme, d.h. kiirzen oder erweitern

lim ve+l-1 lim WVr+1-1)Hx+1+1)

x—0 €T z—0 x(\/x +1 + ]_)
. r+1-—-1
= lim

e=0 (v + 1+ 1)

1
lim ————
wl—r%\/x—l—l—i-l
1

2

. cosz—1 . (cosz —1)(cosx + 1)
im ———— = lim
a0 20 z(cosx + 1)

) —sin®x
= lim ———
=0 z(cosx + 1)

_sinz\? 1 )

= —(hm ) lim —— - limz
z—=0 z—=0cosx +1 z—0
1

= —1-2.0

2

=0
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c) Ausnutzen des Satzes:

S Besitzen zwei Funktionen g(x) und h(x) bei xo den Grenzwert G und gibt es
ein 6 > 0 so dafs fir alle x mit |x — xo| < 0 g(x) < f(x) < h(z) gilt, so besitzt auch
f(z) den Grenzwert G bei xy.

Beispiel:

sin x

lim

z—0

tanx
x
[®
cosS &
Vergleich der Flacheninhalte fiihrt auf die Relation:
1. < 120 - 1 1.4 1 sinx
—sinz cosx Tl — Z.] -tanxg = =
2 - 2 T 2 2 cosx
T 1
cosx < - <
sinx CcoS X
limcosx = 1
x—0
1
lim = 1
z—0 COS &
) z
= lim — = 1
z—0 s1n x
sinx
= lim = 1
z—0

d) Regel von I'Hospital (s.u.)

e) Reihenentwicklung (s.u.)

‘ CAS-Beispiel | @




"""
Die Sympy-Funktion limit erlaubt sowohl
die Bestimmung des Grenzwertes von Zahlenfolgen als
auch von Funktionen. Im letzten Fall kann insbesondere zusaetzlich
der links- und rechtsseitige Grenzwert bestimmt werden. Ohne
explizite Angabe wird automatisch der rechtsseitige Grenzwert
bestimmt (ausser fuer x → +∞).
"""

from sympy import *
x = symbols('x')

limit(sin(x)/x, x, 0)

limit(sin(x)/abs(x), x, 0)

limit(sin(x)/abs(x), x, 0, '+')

limit(sin(x)/abs(x), x, 0, '-')

"""
Man sieht am letzten Beispiel, dass der links- und rechtsseitige
Grenzwert durchaus existieren koennen, auch wenn der eigentliche
Grenzwert lim (sin(x))/(|x|) nicht existiert.
          x → 0
"""

def fn(x):
    return (x**2-1)/(x-1)

x0 = 1

fn(x0)

##################################################

limit(fn(x), x, x0, '-')
limit(fn(x), x, x0, '+')

"""
Auch die Grenzwerte lim f(x) und Polstellen lassen
                    x → ±∞ 
sich mittels limit untersuchen, was allerdings nicht immer zum Erfolg
fuehren muss.
"""

limit(1/x, x, 0)

##################################################

limit(1/x, x, 0, '-')

##################################################

limit(1/x, x, 0, '+')

##################################################

limit((1+1/x)**x, x, oo)

##################################################

limit((2*x**2+9*x+2)/(5*x**2+3), x, oo)

##################################################

limit(1/x, x, oo)

##################################################

limit(sin(x)/x, x, oo)
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Die Sympy-Funktion 1limit erlaubt sowohl die Bestimmung des Grenzwertes von Zahlen-
folgen als auch von Funktionen. Im letzten Fall kann insbesondere zusétzlich der links-
und rechtsseitige Grenzwert bestimmt werden. Ohne explizite Angabe wird automatisch
der rechtsseitige Grenzwert bestimmt (aufer fir z — +00).

from sympy import *
x = symbols(’x’)

limit (sin(x)/x, x, 0)

limit (sin(x)/abs(x), x, 0)

limit(sin(x)/abs(x), x, 0, ’+’)

limit(sin(x)/abs(x), x, 0, ’-?)

Man sieht am letzten Beispiel, dal der links- und rechtsseitige Grenzwert durchaus exis-

: . . . . sin(z
tieren kénnen, auch wenn der eigentliche Grenzwert lim (z)

nicht existiert.
x—0 ‘:L"

def fn(x):
return (x**2-1)/(x-1)

x0 = 1

fn(x0)

limit (fn(x), x, x0, ’-7)

limit (fn(x), x, x0, ’+7)

Auch die Grenzwerte ll)rin f(z) und Polstellen lassen sich mittels 1imit untersuchen, was
x o

allerdings nicht immer zum Erfolg fithren mu$.

limit(1/x, x, 0)

limit(1/x, x, 0, ’-=°)

limit(1/x, x, 0, ’+°)

limit ((1+1/x)**x, X, 00)

limit ((2*x**x2+9*%x+2)/(5*x**2+3) , X, 00)

limit (1/x, x, o00)

limit(sin(x)/x, x, 00)
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3.3 Stetigkeit

3.3.1 Definitionen

D Ezistiert zu jedem € > 0 ein 0(xo,€) > 0, so daf fir alle v mit |x — xo| < d(zo,€)
qgilt:

[f (@) = fzo)| < €

so ist die Funktion f(x) an der Stelle xq stetig.

Ist eine Funktion stetig fir alle x € I = [a,b] C D(f), so heifit f(z) stetig auf dem
Intervall I.

Bedeutung: kleine Anderungen in der Variablen z diirfen nur kleine Anderungen der
Variablen y bewirken.

m Offensichtlich muf3 gelten

lim f(x) = f(zy) d.h.

Tr—xQ
a) die Funktion muf fiir zo definiert sein
b) der Grenzwert an der Stelle zy mufl existieren

¢) Grenz- und Funktionswert bei 2, miissen iibereinstimmen

Ty stetig

Zo

unstetig
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D Ist fiir ein xo eine Funktion nicht stetig oder unstetig, so wird xy als Unstetig-
keitsstelle bezeichnet. Besitzt eine Funktion endlich viele Unstetigkeitsstellen in einem
Intervall I, so wird die Funktion als stiickweise stetig im Intervall I bezeichnet.

D Existiert ein endlicher links- und rechtsseitiger Grenzwert Gy bzw. G, mit G; # G,
an einer Unstetigkeitsstell xqy, so wird xog als Sprungstelle bezeichnet, mit einem Sprung

G —G,.

Beispiel:

1 fir z>a
f<x>:{0 fir x<a

Die Stufenfunktion ist stiickweise stetig mit einem Sprung 1 bei der Sprungstelle xy = a.

D Besitzt f(x) bei xo den Grenzwert +00, so wird o als Polstelle bezeichnet. Andert
sich das Vorzeichen der Funktion von 400 — —oo bzw. umgekehrt, so handelt es sich um
einen Pol mit Vorzeichenwechsel.
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1 Lo = 5) Yy
| >
i f(@) =1/
b
Ty = 0

D Existiert an einer Unstetigkeitsstelle xo einer Funktion f(x) ein endlicher Grenz-
wert G, so lafst sich durch Erweiterung der Definition von f(x) durch f(xo) = G die
Unstetigkeit beseitigen. xo heifst hebbare Unstetigkeit.

Beispiel:

2 —1
@) = =
i 120462 -1
lim fz) = lim————
= lim2+4
6—0
= 2
|3
2 fir z=
glz) = ¢ 2?1
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Yy

3.3.2 Eigenschaften von stetigen Funktionen

S Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Verkettung von stetigen Funktio-
nen fihrt wieder zu stetigen Funktion:

g.f stetig = h(x)=(g+ )(x) = g(@) + f(x) stetig

Fiir die Division f/g muf jedoch gelten daf g(x) # 0.

D Gibt es fir eine (nicht notwendigerweise stetige) Funktion f(x) ein 6 > 0 so dafs
f(z) — f(xo) é) 0(x) fir v € I =[xg— 9,20+ 0], so besitzt f(x) and der Stelle xy ein

lokales Minimum bzw. Maximum. Gilt (x) fir I = D(f), so spricht man von einem
absoluten Minimum/Maximum.

Symbolisch: Hlel}l f(z) = f(xo)

S Satz von Weierstrass

Fiir jede in einem abgeschlossenen Intervall I = |a,b] stetige Funktion f(x) existieren ihr
Mazimum max f(z) und ihr Minimum melf_l f(z).
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142 3.3. Stetigkeit

Max

Min

S Zwischenwertsatz

Fiir jede in einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion f(x) mit

A= Iilel}l f(z) und B =max f(x)

xzel

existiert zu jedem C mit A < C < B wenigstens ein xo mit f(xq) = C.

azxry w b
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3.4 Elementare Funktionen

D Elementare Funktionen sind Funktionen die sich durch einen endlichen analy-

tischen Ausdruck darstellen lassen.
k

algebraisch: Zaix"ym =0
i=1

transzendent: keine algebraische Darstellung mdglich

nicht elementar: z.B. Stufenfunktion

3.4.1 Ganze rationale Funktionen

D Ganze rationale Funktionen sind Funktionen vom Typ

y=f(x) = Zaixi a; € R.
=0

Die a;’s heiffen Koeffizienten, n ist der Grad der Funktion bzw. des Polynoms

Z (lz'l'i.
1=0

Lineare Gleichung:

b Steigung
1

/ }a Achsenabschnitt

d v

Nullstelle:
0=f(z) = a+bx
= r = —% falls b # 0 !

Punktsteigungsform:
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144 3.4. Elementare Funktionen

/ (0, Yo)

Zwei-Punkteform:

y Y=Y _ Y1~ Y
T — X 1 — 2o

($1,y1>

/ (0, Yo)

d v

CAS-Beispiel | @

Die Untersuchung einer Geradengleichung auf Nullstelle 148t sich mit Python einfach
durchfiithren (Zur Erinnerung: Es wird vorausgesetzt, daf§ auf der rechten Seite der Glei-
chung Null steht):

from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import a, b, x

solve (a+b*x, x)

solve (5+2*x, x)

solve (3-5*x, x)

Dafl die Punktsteigungsform einer Geraden sich tatsdchlich in die iibliche Form einer
Geradengleichung iiberfiithren 148t, kann man zeigen, indem man die Punktsteigungsform
nach y auflost.

from sympy import symbols
x, x0, y, y0O, b = symbols(’x, x0, y, yO, b’)

solve ((y-y0)/(x-x0) - b, y)

Ganz analog 1483t sich die Zweipunkteform behandeln:



"""
Die Untersuchung einer Geradengleichung auf Nullstelle laesst
sich mit Python einfach durchfuehren (Zur Erinnerung: Es
wird vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite der Gleichung
Null steht):
"""

from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import a, b, x

solve(a+b*x, x)

solve(5+2*x, x)

solve(3-5*x, x)

"""
Dass die Punktsteigungsform einer Geraden sich tatsaechlich in
die uebliche Form einer Geradengleichung ueberfuehren laesst,
kann man zeigen, indem man die Punktsteigungsform nach y aufloest.
"""

from sympy import symbols

x, x0, y, y0, b = symbols('x, x0, y, y0, b')

solve((y-y0)/(x-x0) - b, y)

"""
Ganz analog laess}t sich die Zweipunkteform behandeln:
"""

from sympy import collect
x, x0, x1, y, y0, y1 = symbols('x, x0, x1, y, y0, y1')

pl = solve((y-y0)/(x-x0) - (y1-y0)/(x1-x0), y)
h = pl[0].expand()
collect(h, x)

"""
Zunaechst wird die Gleichung 
(y-y0)/(x-x0) = (y1-y0)/(x1-x0)
nach y aufgeloest und das Ergebnis in einer Liste der Laenge 1
namens pl abgespeichert. Die Terme der Loesung werden mittels
expand so weit wie moeglich ausmultipliziert, anschliessend
wird durch die Anweisung collect(h, x) die Variable x
ausgeklammert.
"""
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from sympy import collect
x, x0, x1, y, y0O, y1 = symbols(’x, x0, x1, y, yO, y1°’)

pl = solve((y-y0)/(x-x0) - (y1-y0)/(x1-x0), y)
h = pl[0].expand()
collect (h, x)

Zunéchst wird die Gleichung
Y=Y _ Y1~ Y
r — 2o Tr1 — X

nach y aufgelost und das Ergebnis in einer Liste der Lange 1 namens pl abgespeichert.
Die Terme der Losung werden mittels expand so weit wie moéglich ausmultipliziert, an-
schlieBend wird durch die Anweisung collect(h, x) die Variable z ausgeklammert.

Parabel:
y = a+br+ca?
[a b 21
= Cc|l-+-r+x
c c
2 2
a b b
= —— = — 2 2
C[c (20) +<20> + 20$+x
= 2—1— b + 2
- 4e ¢ 2c v
b
Ty = ——
S 2c
b2
Yys = a—@
y A Scheitelpunkt
(IS7yS>
______ c>0
, -
T
c<V‘\
Nullstelle:

0=f(r) = a+br+ca?

—b 4 Vb? —4ca
2c
Diskriminante D = b —4ca

T2 =
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146 3.4. Elementare Funktionen

YA / keine (reelle) Nullstelle
D <0 N4
>
/\ v
YA / doppelte Nullstelle
/
D=0 \
\ >
/N x
/ \
“’/ \\\
Y “‘ zwei Nullstellen
D>0 |
a \ _
//’ \\\ \7/ }
é<0ﬂ | c>01

S Fundamentalsatz der Algebra:

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades mit reellen Koeffizienten a; lafit sich auf die
Form bringen:

z. B.
—ay + /a2 — 4daga —ay — +/a? — daga
G+ a7 + asz? = asfr — — . A — — ! Sy
2@2 2@2
d. h.
C = Q2
—ay £ \/a? — dagay
T2 =
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D Die Faktoren (z — x;) werden als Linearfaktoren bezeichnet — sie legen die Null-

stellen x; der Funktion fest. Tritt ein x; mehrfach (m-fach) auf, so spricht man von
m-facher Nullstelle.

CAS-Beispiel | @

|
Die Nullstellensuche bei einer Parabel kann ebenfalls mit der Funktion solve vorgenom-
men werden:

from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import a, b, c, x

solve (a+b*x+ckxx**2, x)

Rationale Funktionen sind durch ein Polynom in x festgelegt. Da Polynome in vielen Be-
reichen eine wichtige Rolle spielen, stellt Python eine Reihe von Funktionen zur Verfiigung,
mit denen sich viele Standardaufgaben losen lassen (siehe unten).

Mit der Funktion expand lassen sich beliebige Produkte und Summen in ein Polynom der

Form Z a; ¥ umformen:
1=0
def p(x):
return a*(x-3)*c - x**3*%11 + x**2*x(2-x)*(4+x)

p(x).expand ()

Mittels degree 143t sich der Grad des Polynoms abfragen.

from sympy import degree

degree (p(x))

Die Koeffizienten aller Potenzen in z bekommt man mittels all _coeffs aufgelistet.

from sympy import Poly

p = Poly(p(x), x)
p-all_coeffs ()

Um ein Polynom fiir ein bestimmtes x auszuwerten, setzt man einfach in das definierte
Polynom ein:

p(2)

Entsprechend erklért sich folgendes:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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"""
Die Nullstellensuche bei einer Parabel kann ebenfalls mit der Funktion
solve vorgenommen werden:
"""

from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import a, b, c, x

solve(a+b*x+c*x**2, x)

"""
Rationale Funktionen sind durch ein Polynom in x festgelegt. Da
Polynome in vielen Bereichen eine wichtige Rolle spielen, stellt
Sympy eine Reihe von Funktionen zur Verfuegung, mit denen sich
viele Standardaufgaben loesen lassen (siehe unten).

Mit der Funktion expand lassen sich beliebige Produkte und Summen
                        n
in ein Polynom der Form ∑ ai x^i umformen:
                       i=0
"""

def p(x): 
    return a*(x-3)*c - x**3*11 + x**2*(2-x)*(4+x)

p(x).expand()

"""
Mittels degree laesst sich der Grad des Polynoms abfragen.
"""

from sympy import degree

degree(p(x))

"""
Die Koeffizienten aller Potenzen in x bekommt man mittels all_coeffs 
aufgelistet.
"""

from sympy import Poly

p = Poly(p(x), x)
p.all_coeffs()

"""
Um ein Polynom fuer ein bestimmtes $x$ auszuwerten, setzt man einfach in
das definierte Polynom ein:
"""

p(2)

"""
Entsprechend erklaert sich folgendes:
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def p(x):
    return x**4 + 3*x**2 + 5

u = np.linspace(-4, 4)
plt.plot(u, p(u))
plt.show()
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148 3.4. Elementare Funktionen

def p(x):
return x**x4 + 3xx*x*x2 + 5

u = np.linspace (-4, 4)
plt.plot(u, p(u))
plt.show ()

3.4.2 Gebrochen rationale Funktionen

D Funktionen vom Typ

flz) = 55

heiffen gebrochen rationale Funktionen.

Falls m >n unechte gebrochen rationale Funktion
bzw. m <n echte gebrochen rationale Funktion

Alle Nullstellen der Funktion im Nenner, die nicht gleichzeitig Nullstellen der Funktionim
Zahler sind, fithren zu Singularitdten d.h. Polen. Handelt es sich um eine k-fache Nullstelle,
so spricht man von Pol k-ter Ordnung.

Beispiel:

3+ 5z

25 — 10z + 22
3+ bx

(5—z)(5—x)
3+ bx
(5—=)?

zo = 5 ist 2-fache Polstelle.

CAS-Beispiel } @

Vollkommen entsprechend zur Untersuchung der Nullstellen einer ganzen rationalen Funk-
tion lassen sich die Null- und Polstellen einer gebrochen rationalen Funktion untersuchen.
Die Nullstellen lassen sich direkt iiber die Funktion solve bestimmen:




"""
Vollkommen entsprechend zur Untersuchung der Nullstellen einer
ganzen rationalen Funktion lassen sich die Null- und Polstellen
einer gebrochen rationalen Funktion untersuchen. Die Nullstellen
lassen sich direkt ueber die Funktion solve bestimmen:
"""

from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import x

def f(x): 
    return (4+5*x)/(4+5*x-7*x**2)

solve(f(x), x)

"""
Zur Bestimmung der Polstellen wird der Nenner mit fraction
gleich Null gesetzt und nach $x$ aufgeloest. Im folgenden Beispiel
wird noch bestimmt, ob es sich um einen Pol mit oder ohne
Vorzeichenwechsel oder um eine hebbare Unstetigkeitsstelle wie
bei f(x) = (x-1)/(x^2-1) handelt.
"""

from sympy import fraction
from sympy import limit

zaehler, nenner = fraction(f(x))

pol = solve(nenner, x)
      
for i in pol:
    ll = limit(f(x), x, i, '-')
    ul = limit(f(x), x, i, '+')
    if (ll != ul): 
        if ((ll > 0 and ul > 0) or (ll < 0 and ul <0)):
          print("Pol ohne Vorzeichenwechsel bei x = " + str(i))
        else:
            print("Pol mit Vorzeichenwechsel bei x =" + str(i))
    else:
        print("Hebbare Unstetigkeit bei x = " + str(i))

"""
Diese Prozedur kann auch direkt aus dem mathchem-Modul
aufgerufen werden (dieses muss ggf. zur Verfuegung gestellt werden):
"""

def g(t):
    return (t-1)/(t**2-1)

##################################################

from mathchem import POLE
from sympy.abc import t

POLE(g(t), t)
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from sympy.solvers import solve
from sympy.abc import x

def f(x):
return (4+5%x)/(4+5*xx-7T*xx*%2)

solve (f(x), x)

Zur Bestimmung der Polstellen wird der Nenner mit fraction gleich Null gesetzt und
nach x aufgelost. Im folgenden Beispiel wird noch bestimmt, ob es sich um einen Pol mit

oder ohne Vorzeichenwechsel oder um eine hebbare Unstetigkeitsstelle wie bei f(z) = 52—_11
handelt.

from sympy import fraction
from sympy import limit

zaehler , nenner = fraction(f(x))
pol = solve(nenner, x)

for i in pol:

11 = limit(£(x), x, i, ’-7)
ul = limit(f(x), x, i, ’+7)
if (11 '= ul):
if ((11 > 0 and ul > 0) or (11 < O and ul <0)):
print ("Pol ohne Vorzeichenwechsel bei x = " + str(i))
else:
print ("Pol mit Vorzeichenwechsel bei x =" + str(i))
else:
print ("Hebbare Unstetigkeit bei x = " + str(i))

Diese Prozedur kann auch direkt aus dem mathchem-Modul aufgerufen werden (dieses
muB ggf. zur Verfiigung gestellt werden):

def g(t):
return (t-1)/(t**x2-1)

from mathchem import POLE
from sympy.abc import t

POLE(g(t), t)

3.4.3 Potenz- und Wurzelfunktionen

S Regeln zum Potenzrechnen

xu.ay — xu+v
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3.4. Elementare Funktionen

D Funktionen der Form

heiffen Potenzfunktionen, a heifit Exponent.

3.4.4 'Trigonometrische Funktionen

s Y

T
(z-y)"
l-z-x...-x fir nelN
————
n—mal
1
1/z*
Vx
= z* mit ac€R
Umkehrfunktion

D Die Umkehrfunktion der Potenzfunktion heiffit Wurzelfunktion.

D Die trigonometrischen bzw. Kreisfunktionen lassen sich anhand des Einheits-
kreises wie folgt definieren, wobei das Argument x der Bogenlinge auf dem Finheitskreis

entspricht.
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Einheitskreis:

,
u = 27r
= 27
Bogenlinge x: Maf fiir Offnungswinkel o eines Kreissegmentes.

Aus der Einheitskreiskonstruktion lassen sich folgende Figenschaften ablesen:

cos?x +sin*r = 1 (Satz des Pythagoras)
sin x
tanx = (8hnliche Dreiecke)
cos
coS T 1
cotr = =

sin x tanx

Die obige Definition gilt zundchst nur fiir 0 < 2 < 7/2. Durch Berticksichtigung der Aus-
richtung der Strecken mit Lénge sinz, ... la8t sich der Definitionsbereich auf 0 < x < 27
ausdehnen. Die entsprechende Erweiterung auf —oo < x < 400 erfolgt in analoger Weise.

sin x CcoS T

/
/ sin(x) = cos(x — z) = —cos(z + Z)
! Jo
x| cos(x) = sin(x + 5) = —sin(z — 5)
51
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|
i n
| tan(z) = —cot(z+ 5)
I
|
s
i i cot(x) = —tan(x — 5)
—_— I
2
:
I
sin coS tan cot
Symmetrie u g u u
Periode 2m 2m T s
1 1
Nullstellen n-m (n+ 5) - n-m (n+ 5) -
1
Polstellen — — (n+ 5) T n-m
Beschranktheit + + — —
Maxima /24 n- 27 n-2m — -
Minima —7/24+n-2r T+n-27 - —
S Additionstheorem
Fiir alle z,y € R gilt:
cos(x +y) = cosxcosy — sinzsiny
sin(x +y) = sinzcosy + cosxsiny
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(u1,v1) = (cos(z + y),sin(z + y))

(uo,v9) = (cosz,sinx)

Y

cos(x +y) cosx u

Darstellung in polaren Koordinaten

Uy _ cosy —siny Ug
vy - siny cosy Vo
- (uocosy—vosiny>

Up SIN Y + Vo COS Y

(cos(x—l—y)) B (cosxcosy—sinxsiny)

sin(z + y) cos x siny + sin x cos y

Mittels des Additionstheorems lassen sich viele weitere niitzliche Beziehungen ableiten
(— Formelsammlung).

Beispiel:

cos2x = cosSxrcosxy —sinxsinx
= cos’x —sin’z
2 2
cos“xr — 1+ cos“zx
2c08’x — 1
bzw.

1
cos’x = 5 (cos2z + 1)

CAS-Beispiel | @

Umformungen von Ausdriicken, die cos und/oder sin enthalten, lassen sich wie gewohnt
durchfiihren.

from sympy import sin, cos, simplify
from sympy.abc import x, y

simplify(cos(x)*cos(y) - sin(x)*sin(y))
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"""
Umformungen von Ausdruecken, die cos und/oder sin enthalten,
lassen sich wie gewohnt durchfuehren.
"""

from sympy import sin, cos, simplify
from sympy.abc import x, y

simplify(cos(x)*cos(y) - sin(x)*sin(y))

##################################################

simplify(sin(x)*cos(y) + cos(x)*sin(y))

"""
Von der Korrektheit der Beziehung cos^2(x) = (1)/(2)(cos(2x)+1)
kann man sich leicht graphisch ueberzeugen:
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-1, 6.5)
plt.plot(x, np.cos(x), label = r"$\cos(x)$")
plt.plot(x, np.cos(2*x), label = r"$\cos(2x)$")
plt.plot(x, np.cos(2*x)+1, label = r"$\cos(2x)+1)$")
plt.plot(x, 0.5*(np.cos(2*x)+1), label = r"$\frac{1}{2}(\cos(2x)+1)$")
plt.plot(x, np.cos(x)**2, label = r"$\cos^2(x)$")
plt.legend()
plt.show()
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simplify(sin(x)*cos(y) + cos(x)*sin(y))

(cos(2z) + 1) kann man sich leicht gra-

N | =

Von der Korrektheit der Bezichung cos?(z) =
phisch iiberzeugen:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(-1, 6.5)

plt.plot(x, np.cos(x), label = r"$\cos(x)$")

plt.plot(x, np.cos(2*x), label = r"$\cos(2x)$")

plt.plot(x, np.cos(2*x)+1, label = r"$\cos(2x)+1)$")

plt.plot(x, 0.5*%(np.cos(2*x)+1), label = r"$\frac{1}{2}(\cos(2x)+1)3$")
plt.plot(x, np.cos(x)**2, label = r"$\cos 2(x)3$")

plt.legend ()

plt.show ()

Anwendungen:

Viele rdumlich oder zeitlich periodische Erscheinungen lassen sich durch die sin- bzw.
cos-Funktiondarstellen.

x
o —
t
Auslenkung To
_xo 1
T
} i
Schwingungsdauer T
Frequenz f=1T
Kreisfrequenz w=27f
oder Winkelgeschwindigkeit
Phase P

t
xz(t) = xg sin(27rf + @)
= zosin(2w ft + D)
= xosin(wt + P)
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Umkehrfunktionen:

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heiflen zyklometrische oder
Arcusfunktionen. Sie lassen sich nur einfiihren falls der Definitionsbereich der trigono-
metrischen Funktionen eingeschrankt wird.

0, 7] COS arccos T [—1,1]

m
| — =, 5[ tan x arctan [—00, 0]

Y

y v\
2
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10, 7| cot x arccot [—00, 0]

y
y )

~ N

xz

3.4.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

D FEine Funktion der Form

y=a" a€ R

heifst Exponentialfunktion zur Basis a. Fulls die Basis nicht explizit angegeben wird,
geht man stillschweigend von a = e(=2.718... Eulersche Zahl) aus.

\ a>1
\
:\ y
1
i@ =) N fla) =
zlza“’v \\
———/ §~-—-

Anwendungen:

e Radioaktiver Zerfall
N(t) = Nye /"

7: Relaxationszeit (Zerfallszeit)
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t

-
T/, Halbwertszeit

e chemische Reaktion 1. Ordnung (bzw. Relaxation)
c(t) = coo(l —e™)

k: Geschwindigkeitskonstante

o Morse-Potential

7o

e Gauf3-Funktion (”Glockenkurve”)
— Statistik
— Quantenmechanik
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{L"() i
Halbwertsbreite: W, = 2a vIn2

e Boltzmann Verteilung

pi B gz _ Ei_Ej
Dj 9gj

‘ CAS-Beispiel | @

|
Plotten Sie die Funktionen:
c(t) = oo (1 — ™)
V(r) = D[l — e e(r=r0)}2

y(z) = e Y und
p(T) = e 5t

fiir verschiedene Parameter o, k, D u.s.w. Andern Sie dazu die folgenden Beispiele ent-
sprechend ab.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def c(t):
return 10*(l1-np.exp(-1/2%t))

t = np.linspace (0, 20)
plt.plot(t, c(t))
plt.show ()

def V(r):
return 2*(1-np.exp(-0.9%(r-1)))**2-2




"""
Plotten Sie die Funktionen:
c(t) = c∞ (1-e^(-kt))
V(r) = D [1-e^(-a(r-r0))]^2
y(x) = e^(-((x-x0)/(a))^2) und
p(T) = e^(-(Δ E)/(kT))
fuer verschiedene Parameter c∞, k, D u.s.w.
Aendern Sie dazu die folgenden Beispiele entsprechend ab.
"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def c(t):
    return 10*(1-np.exp(-1/2*t))

t = np.linspace(0, 20)
plt.plot(t, c(t))
plt.show()

##################################################

def V(r):
    return 2*(1-np.exp(-0.9*(r-1)))**2-2

r = np.linspace(0, 10)
plt.plot(r, V(r))
plt.show()

##################################################

def y(x):
    return np.exp(-((x-2)/0.5)**2)

x = np.linspace(0, 4)
plt.plot(x, y(x))
plt.show()

##################################################

def p(T):
    return np.exp(-1.0e-21/(1.38e-23*T))

T = np.linspace(1, 600, 100)
plt.plot(T, p(T))
plt.show()
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r = np.linspace (0, 10)
plt.plot(r, V(r))
plt.show ()

def y(x):
return np.exp(-((x-2)/0.5)*%2)

x = np.linspace(0, 4)
plt.plot(x, y(x))
plt.show ()

def p(T):
return np.exp(-1.0e-21/(1.38e-23%T))

T = np.linspace(l, 600, 100)
plt.plot (T, p(T))
plt.show ()

Umkehrfunktion:

D Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion y = f(x) = a” heifst Logarithmus-
funktion y = log, z zur Basis a.

Fiir a =10: log;,z =1gx dekadischer Logarithmus
Briggscher Logarithmus

Fiira=e: log,z=Inz natiirlicher Logarithmus
logarithmus naturalis

u(v) = v Potenzfunktion
v(u) = u'*  Wurzelfunktion
u(w) = o" Exponentialfunktion
w(u) = log,u Logarithmusfunktion

v A

a>1
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160 3.4. Elementare Funktionen

S Rechenregeln

log,(z-y) = log,x+log,y
loga (I’/y) = loga T — loga )
log,z¥ = ylog,x

Anwendungen:

e Rechenschieber:

Abbildung von Multiplikation und Division auf Addition und Subtraktion.
e pH-Wert:

1
Negativer dekadischer Logarithmus der Hydroniumionenkonzentration [H3O"] in lml()]

e Arrhenius-Plot:

Die Reaktionsrate vieler chemischen Reaktionen hingt iiber k = A - e~ %/BT yon der
Temperatur ab. Logarithmische Auftragung liefert Vorfaktor A und Aktivierungsenergie
E,.

Ink = InA— E,/RT

lnk(;) = lnA—Ea/R-<;>
ylx) = yo+m-x

Ink 4
InA N

_E,/R

N yT
Arrhenius-Plot

Zusammengesetzte Funktionen:
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coshx —— Kettenlinie

sinhz = 5(65’3 —e ) Sinushyperbolicus
1 x —x . .
coshz = 5(6 +e ) Cosinushyperbolicus
sinhx e* —e™* )
tanh x = = Tangenshyperbolicus
coshx e*+e®
h T —X
cothz = C,OS r_cte Cotangenshyperbolicus
sinhz e* —e™®
yMN
|
\
\
cosh \ <
osh ¢
1 \ ~ - cothx
T T A E T T ahe
tanhax _ _ _. -~
coth x ) N\T 1
sinh z \
\
|

tanhz — Magnetismus, NMR

Umbkehrfunktionen: Areafunktionen

arsinh x

arcosh z
artanh x
arcoth z
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162 3.5. Differentialrechnung

3.5 Differentialrechnung

3.5.1 Definitionen und geometrische Deutung

Geschwindigkeit bei gleichférmiger Bewegung;:

S |
SoT
S1T
1 to t
S9 = 9345 km tg =18:30
s1 = 9315 km t; = 18 : 10
As = 30 km At = 20 min

As 30 km
— = = km/h = hwindigkei
A7~ 20 min 90 km/h = v Geschwindigkeit
s(t) = si+vu(t—t)
= (s1—v-t1)+uv-t

Tangentenproblem (momentane Geschwindigkeit):

Steigung der Sekante

flxo+ Azx) — f(xo) _ Ay
(xo + Az) — 29 Ax
Differenzenquotient

A
Y
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Néhern sich @ und )5 immer mehr an P an, so sollten beide Sekanten am Ende mit der
Tangente zusammenfallen.

D Ezistiert fiir eine Funktion f(x) in o € D(f) der Grenzwert des Differenzenquo-
Af

tient —
Az

lim f(x) — f(xo) — lim f(zo + Az) — f(x0)

T—T0 T — X9 Az—0 Ax

so sagt man: f(x) ist in o differenzierbar.

Der Grenzwert heifit 1. Ableitung von f(x) in zo:

dx dx| T—T0 T — X
T=x0

d
de wird als Differentialquotient bezeichnet.
T

Falls © = t, d.h. Zeit, so schreibt man oft f statt f'.

Ist f(x) differenzierbar fir alle x € I C D(f), so heifit f(z) im Intervall I differen-
zierbar.

Ezistiert fiir eine Funktion f(x) in o € D(f) der Grenzwert

. f(z) = f(@o) : f(z) = f(@o)
/ _ / _
fr(wo) = x—l>lz¥on+0 T — Zo bzw. i) r—lggl—o T — Zg
so sagt man: f(x) ist in o
rechts- bzw. linksseitig differenzierbar
fr(xo) bzw.  f](xg)
heiffen rechts- bzw. linksseitige Ableitung

m Damit eine Funktion in x differenzierbar ist, miissen offensichtlich rechts- und links-
seitige Ableitungen existieren und gleich sein.

Beispiel:
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164 3.5. Differentialrechnung

flo) = lal filzo = 0) = —1

f'(xo) existiert nicht!

3.5.2 Ableitungen elementarer Funktionen

e Ableitung der Potenzfunktion f(z) = 2" n € IN\ {0}

f(xo+ Az) — f(x)

/ _
flz) = Jlim, Av
L (At =2
B Algl)lo Ax

Binomische Formel

(x4 Az)" = > ( 7; ) AN
i=0

|
mit n = L Binominalkoeffizient
il(n —1)!
. n—1 n' n—2 2 n
A _ A .+ A
O T T )T e

(n - l)x"_2Ax2 + .+ A"

(x + Az)" = 2"+

n
= 2"+ nz" Az +

Az—0

f'(x) = lim (nx”_l—i-

= lim na™"
Axz—0

d n—1

—X = nI

e Ableitung der Sinusfunktion sin x

, . sin(x + Azx) —sinzx
fi(x) = lim A
T
sinzcos Az + coszsin Az — sinx
Az—0 Az
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= sinz lim
Axr—

cosAx — 1
0 Ax

+ cosz lim

sin Az

Az—0

Ax

1

= sinzx lim {COSAm_1~COSAx+1]+COSJ;
20 Ax cosAx + 1
= ginzx lim cos* Av — 1 + cosx
Az—0 Az(cos Az + 1)
= sinzx lim [— sin’ Ag . — ] + cosx
Az—0 Az?2  (cosAzx+1)
= sinz(—1)-1? lim Az + cosx

Az—0 (cos Az + 1)

Alim0 Ax
. oo . xr—r
I T (cos Az + 1) Toosw
Ax—0
= —SsInx- 5 + cosx
—sinx = coszx
dx
f@) | f'(=z) | flz) | f'(=x)
1
c 0 cotx ——
sin® x
1
x° az® ' aeR\{0} | arcsinz | ——
MO Yy
1
e* e* arccos ¥ | ———
vV1—22
1
a® Ina-a® arctan x
14 22
1
Inz |1/x arccotr | ———
. 14 22
log,z | —log,e = sinhz | coshz
T zlna
sinx | cosx cosh x sinh z
1
cosx | —sinzx tanh z —
cosh” x
1 1
tan x cothx ———
cos? x sinh” z

CAS-Beispiel

Eine Moglichkeit, Funktionen abzuleiten, ist natiirlich die Definition

[z + Ax) — f(x)

7zu benutzen:

d—f— lim

dr  Az—0
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"""
Eine Moeglichkeit, Funktionen abzuleiten, ist natuerlich 
die Definition   

(df)/(dx) = lim (f(x + Δ x) - f(x))/(Δ x)
          Δ x → 0

zu benutzen:
"""

from sympy import limit, sin, cos, tan, exp
from sympy.abc import x, d, n

limit((sin(x+d)-sin(x))/d, d, 0)

##################################################

limit((exp(x+d)-exp(x))/d, d, 0)

##################################################

from sympy import simplify

limit(((x+d)**n-x**n)/d, d, 0)
simplify(_)

##################################################

limit((tan(x+d)-tan(x))/d, d ,0)
simplify(_)

##################################################

limit((sin(x+d)/cos(x+d)-sin(x)/cos(x))/d, d, 0)
simplify(_)

"""
Einfacher lassen sich Ableitungen mittels der internen Funktion
diff erhalten.
"""

from sympy import diff

diff(sin(x), x)

##################################################

diff(x**n, x)
simplify(_)

##################################################

diff(exp(x), x)

##################################################

diff(tan(x), x)
simplify(_)

"""
Ueberzeugen Sie sich davon, dass das Ergebnis fuer
(dtan(x))/(dx)
mit dem Obigen uebereinstimmt.
"""
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3.5. Differentialrechnung

from sympy import limit, sin, cos, tan, exp
from sympy.abc import x, d, n

limit ((sin(x+d)-sin(x))/d, d, 0)

limit ((exp(x+d)-exp(x))/d4d, d, 0)

from sympy import simplify

simplify (limit (((x+d)**n-x**n)/d, d, 0))

simplify (limit ((tan(x+d)-tan(x))/d, d ,0))

simplify (limit ((sin(x+d)/cos(x+d)-sin(x)/cos(x))/d, d, 0))

Einfacher lassen sich Ableitungen mittels der internen Funktion diff erhalten.

from sympy import diff

diff (sin(x), x)

simplify (diff (x**n, x))

diff (exp(x), x)

simplify (diff (tan(x), x))

Uberzeugen Sie sich davon, daf das Ergebnis fiir I

dtan(zx)

mit dem Obigen iibereinstimmt.
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3.5.3 Differentiationsregeln

S Summenregel

Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch
h(z) = a f(x)+bg(r) abecR
differenzierbar mait

W(xo) = (af+bg) (o) =a f(wo)+bg(wo)

W) — tim (@70 o)) ~[a f(ro) +bg(zo)

T—rT0 xr — .T()
i T@ = F@0) e 9(@) — gla)
T—ITQ T — X T—TQ T — X

= a f'(xo) +b g (x0)

Beispiel:

I
_

n

n n
— Zaixi = Zz axit = Zz a;x"t =Y (i +1) a2
dz ;= i=0 i=1

)

i
o

Der Grad der Funktion erniedrigt sich um 1.

S Produktregel

Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch

differenzierbar mit

W(xg) = f'(xo) g(xo) + g (w0) f(0)

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



168

3.5. Differentialrechnung

Beispiel:

S Quotientenregel

(f 9)'(x0)
1 @0+ Az) gl + Ax) — f(xo) g(xo)
Ax—0 ALIZ’
lim f(zo + Az) g(wo + Az) — f(20) g(70 + Ax)
Ax—0 ALE
+ Alv}crilo f(xl]) 9(330 + AA.CE; — f((ljo) g(xo)
Jim flzo+ AAx:i — f(zo) Tim glao + Ac)
Az) —
+ Jim SEBD Iy

f'(z0) g(xo) + ¢'(x0) f(20)

f(z) = sinzsinx + coszcosx
f'(xr) = sinxcosx — coszsinx

+cosxsinx — sinx cosx

=0
d d
f(z) = a(sinQaB—i—cos2 ) = £1:O
f(z) = sin’z
f(z) = a(sinmsinxsinxsinxsm )

= cosxsinxsinxsinxsinx
+ sinx cos x sinz sin x sin x
4+ sin x sin x cos x sin x sin x
+ sin z sin z sin x cos x sin x
+ sin x sin x sin x sin x cos ©

= bHsin*zcosz
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Sind f und g differenzierbar bei xq, so ist auch
hz) = f(x)/g(x)
fiir g(xg) # 0 differenzierbar mit

f'(w0) g(wo) — g'(x0) f(20)

' () (o)

W(xo) = (f/9) (wo)
~ lim f(xo + Az)/g(xo + Az) — f(x0)/9(20)
Az—0 Azx
f(xo+Az) —  f(zo) flxzo)  fl=o)
—  lim g(zo+Az) g(xo+Ax) + lim g(zo+Ax) g(xo)
Az—0 Az Az—0 Ax

o flwo+ Ax) — f(wo) 1
= llm ].lm —_———
Az—0 Az Az—0 g(zo + Ax)

. 1 g(zo) — g(xo + Az)
g(wo) — g(xo + Ax) 1

1
Az a0 g(wo) g(wo + Ax)

/Ax

= [f(o)

o) i,

1
9(370)
1

Beispiel:

sin@
h(z) = = tanx
COS

cos x cos & — sin x(— sin z)

cos? x
1

cos? x

S Kettenregel
Sind f und g differenzierbar, so ist auch die Verkettung

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



170 3.5. Differentialrechnung

differenzierbar mit

df dg
dg dz

dv i W+ A7) — f(g(2))
dzx Az—0 Ax

o flgleAn) — f
- Ali:rgo g(x + Ax)
_ . flg(z + Az))
N AlachBO g(x + Ax)

(x + Azx) — g(x)
Az

g())

(9(z)) g
—g()

— fg(z)) dg
—g(z) dz

mit gz + Azx) = g(z) + Ag(Ax)

_ i 1 9@) +Ag) — flg(x)) dg
Ag=0  g(z)+Ag—g(r) dx
df dg
dg dz

Beispiel:

Y= Sjn5x f(g) = g5’ g(l‘) =sinx

5¢*(x) cos x

<
|

= 5sin*xzcosz
y = (cosx + 222 4 1)1/2

1
y = §(cosx+2x2+1)_1/2(—sinx+4x)

Yy = a® = (elna)x = e® Ina

y = Ilnae" ™

= Ilnaa”

S Die Funktion f(x) sei in I = [a,b] differenzierbar und besitze die Umkehrfunktion
f~Yy). Dann ist f~(y) differenzierbar mit der Ableitung

()@ = 1f()
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mit y = f(x).

B

d df~tdy
dx (z) dy dx
dft 1
dy N d7y
dz
Beispiel:
flx)=sinz =y [~y)=arcsiny ==
iaurcsin = i
dy v= dy
dz
B 1
- dsinz
dz
B 1
~ cosx
B 1
B V1 —sin®z
1
R
1
al”CSin/:L’ = ﬁ
fl@)=e"=y fHy)=hy=z
d | 1
“lny = —
dy 4 d7y
dz
1
 de”
dz
_ 1
=
_ 1
Yy
In'z = 1
x
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CAS-Beispiel | @

|
Mit der Funktion diff kann man sich einfach von der Giiltigkeit der Differentiationsre-
geln iiberzeugen. Durch den Aufruf Function wird den Funktionen f und g die jeweilige
unabhéngige Variable zugewiesen, wodurch man z.B. statt diff (£f(x), x) auch einfach
diff (f, x) schreiben kann.

from sympy import Function, diff
from sympy.abc import x

f = Function("f")(x)
= Function("g") (x)
Summenregel:

diff (f+g, x)

Produktregel:

diff (f*g, x)

Quotientenregel:

from sympy import simplify

simplify (diff ((£/g), x))

Kettenregel:

f = Function("f")(g)

diff (£, x)

Im letzten Aufruf wird durch Function die Abhéngigkeit der Funktion f von der Variablen
x geloscht und anschlieBend die Abhéngigkeit von der Funktion g deklariert.

3.5.4 Ableitungen héherer Ordnung

D Die Funktion f(x) sei in der Umgebung von x differenzierbar. Fafit man f'(x)
wieder als Funktion von x auf, so fihrt die Differentiation bzw. Ableitung von f'(x) zur
zweiten Ableitung von f(x).

(V@) = 1) = 1O =

~ da?

()

Entsprechend fiihrt n-faches Ableiten zur n-ten Ableitung bzw. Ableitung n-ter Ord-
nung

_
~dan

f(x) ()



"""
Mit der Funktion diff kann man sich einfach von der Gueltigkeit
der Differentiationsregeln ueberzeugen. Durch den Aufruf Function
wird den Funktionen f und g die jeweilige unabhaengige Variable
zugewiesen, wodurch man z.B. statt diff(f(x), x) auch einfach
diff(f, x) schreiben kann.
"""

from sympy import Function, diff
from sympy.abc import x

f = Function("f")(x)
g = Function("g")(x)

"""
Summenregel:
"""

diff(f+g, x)

"""
Produktregel:
"""

diff(f*g, x)

"""
Quotientenregel:
"""

from sympy import simplify
  
diff((f/g), x)
simplify(_)

"""
Kettenregel:
"""

f = Function("f")(g)

diff(f, x)

"""
Im letzten Aufruf wird durch Function die Abhaengigkeit der Funktion
f von der Variablen x geloescht und anschliessend die
Abhaengigkeit von der Funktion g deklariert.
"""
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Ezistiert f™(z), so heifit f(r) n-mal differenzierbar. Ist f(x) n-mal differenzierbar in
einem Intervall I und ist f"™)(x) stetig fir x € I, so heifit f(z) n-mal stetig differen-

zierbar.

CAS-Beispiel }

Hohere Ableitungen kénnen durch weiteres Differenzieren erhalten werden:

<=

from sympy import diff, sin
from sympy.abc import x

diff (sin(x), x)

diff (_, x)

diff (diff (sin(x), x), x)

Schneller geht es mit der folgenden Notation:

diff (sin(x), x, 2)

diff (sin(x), x, 3)

diff (sin(x), x, 4)

diff (sin(x), x, 5)

Beispiel:
geometrische Deutung
Funktion Weg s =s(t) t:Zeit Kurve
d
1. Ableitung Geschwindigkeit v =35 = £ Steigung
d2
2. Ableitung Beschleunigung a=0v=3= i Kriimmung

de?

gleichformige Bewegung: © = 0, d.h. v = const.

s = sotv-(t—tp)

gleichméfige Beschleunigung: ¢ = 0, d.h. a =const.

v o= vota-(t—ty)

1
s = so—l—vo-(t—to)—i—§a-(t—to)2
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"""
Hoehere Ableitungen koennen durch weiteres Differenzieren
erhalten werden:
"""

from sympy import diff, sin
from sympy.abc import x

diff(sin(x), x)
diff(_, x)

##################################################

diff(diff(sin(x), x), x)

"""
Schneller geht es mit der folgenden Notation:
"""

diff(sin(x), x, 2)

##################################################

diff(sin(x), x, 3)

##################################################

diff(sin(x), x, 4)

##################################################

diff(sin(x), x, 5)
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a = g Erdbeschleunigung = freier Fall.

Harmonischer Oszillator

x(t) = xgcos(wt)
_dx(t) _
v(t) = = Tt sin(wt)
_dPx(t) )
a(t) = o = Ttow cos(wt)

k
= —zp— t
Zo COS(Q))

F=m-a = —xokcos(wt)
= —k-x(t)
=" = —k-x Hookesches Gesetz

3.5.5 Kurvendiskussion

Der Begriff der Ableitung erlaubt es Funktionen bzw. deren geometrischen Darstellung
(Kurven) néher zu charakterisieren, d.h. ausgezeichnete Kurvenpunkte oder Kurvenab-
schnitte zu klassifizieren.

S Sei f eine in I =la,b| differenzierbare Funktion. Fir ein lokales Minimum, bzw.

Maximum bei xo gilt
fi(wo) = 0

— die Umkehrung gilt nicht!

B z.B. lokales Minimum, d.h.

flx+Az) > f(z) O0<|Az|<§
linksseitige Ableitung;:

f(xo + Az) — f(x0)

/ — '[“ <
i) Al Az =0
rechtsseitige Ableitung:
Azx) —
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Es gilt: filwo) = fi(wo) = f'(w0)

D Als kritische Punkte werden Kurvenpunkte mit einer horizontalen Tangente, d.h.
mit f'(x) = 0, bezeichnet. Besitzt f(x) an einem kritischen Punkt xo ein lokales Minimum
oder Mazximum, so spricht man von einer Extremstelle. Liegt an einem kritischen Punkt

xo weder ein Maximum oder Minimum vor, so spricht man von einem Terassenpunkt
oder einem Sattelpunkt.

Maximum

f(x) 9.2

Sattelpunkt
Minimum

Minimum  zo=2 f(z) =5+ (x—2)* f'(z)=2(z —2)
Maximum z9=4 f(z)=2—(x —4)® f'(x)=—-8(z—4)"
Sattelpunkt xo =0 f(z)=23 f'(z) = 32*

S Besitzt fiir eine in I =|a, b| differenzierbare Funktion f(x) ihre Ableitung f'(x) (x €
I) bei xy eine Nullstelle, so ist g

a) ein Sattelpunkt falls f'(x) sein Vorzeichen beibehilt

b) eine Extremstelle falls f'(x) bei xy sein Vorzeichen dndert und zwar ein

e lokales Minimum falls — — +

e lokales Maximum falls + — —

S Ist f(x) in |a,b] zweimal stetig differenzierbar und gilt f'(x¢) = 0, so liegt bei xg

a) ein lokales Minimum vor, falls f"(xq) >0
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176 3.5. Differentialrechnung

b) ein lokales Mazimum vor, falls f"(x¢) < 0

Y
f(x)
f'(x)
g(x)
Min. f(z) =5+ (z —2)* f(z)=2(x —2) f'(x)=2>0 xo =2
Max. g(z)=-2—(x—4)* ¢(z)=—-4(x—4)® ¢"(z)=-12(x —4)* <0 x9=4
Sattl. h(x) = (z —7)3 h(x)=3x—-772% §N'(z)=6(x—7) ro =7

D Besitzt die erste Ableitung einer in |a,b|= I differenzierbaren Funktion an einer

Stelle xg € I einen Extremwert, so wird die Stelle als Wendepunkt bezeichnet.

Max f">0
f'(x) =cosz

<0 Min

konkav konvex
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Bedeutung: Die Kriimmung der Kurve &ndert sich bei einem Wendepunkt.

S Gilt fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f"(x¢) =0 und

a) f"(x) hat an der Stelle xy einen Vorzeichenwechsel

oder

b) f"(xo) existiert mit f"(xq) # 0

so liegt bet xq ein Wendepunkt vor.

S Ist f eine in |a,b[ differenzierbare Funktion, dann ist f(x) in [a,b] genau dann
monoton steigend/fallend falls gilt:

f(x) >0  baw.  f'(x) <0 Vz€la,b

S Fine in |a,b| zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann konvex/konkav falls
qgilt:

() >0  baw.  f"(x) <0 Vz €la,b]

konvex konkav

CAS-Beispiel | @

|
Kurvendiskussion von f(x) = 2% — 1023 +

from sympy import diff
from sympy.abc import x

def f(x):
return x**5 - 10*xx**3 + x

def f1(x):
return diff (f(x), x)

def f2(x):
return diff (f1(x), x)

def f3(x):
return diff (f2(x), x)
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"""
Kurvendiskussion von f(x) = x^5 - 10x^3 + x
"""

from sympy import diff
from sympy.abc import x

def f(x):
    return x**5 - 10*x**3 + x

def f1(x):
    return diff(f(x), x)

def f2(x):
    return diff(f1(x), x)

def f3(x):
    return diff(f2(x), x)

"""
Zunaechst werden die Nullstellen durch Loesen
der Gleichung f(x) = 0 gesucht. 
Ueberzeugen Sie sich durch die Graphik, dass das Ergebnis stimmt.
"""

from sympy.solvers import solve
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

solve(f(x), x)
[float(i) for i in _]

plt.figure()
plt.subplot(211)
x0 = np.linspace(-5, 5)
plt.plot(x0, f(x0), label = r"$f(x)$")
plt.plot(x0, [f1(x).subs(x, i) for i in x0], label = r"$f'(x)$")
plt.legend()

plt.subplot(212)
x1 = np.linspace(-0.5, 0.5)
plt.plot(x1, f(x1), label = r"$f(x)$")
plt.plot(x1, [f1(x).subs(x, i) for i in x1], label = r"$f'(x)$")
plt.legend()
plt.show()

"""
Notwendige Bedingung fuer das Vorliegen eines Extrempunktes ist:
f'(x) = 0:
"""

solve(f1(x), x)
[float(i) for i in _]

"""
Im Folgenden werden alle Loesungen der Loesungsmenge
lcp durchlaufen und geschaut, ob ein Vorzeichenwechsel
vorliegt und welchen Wert f''(x) annimmt.
Welcher Typ eines kritischen Punktes liegt vor?
"""

lcp = solve(f1(x), x)

for i in range(len(lcp)):
    print("x" + str(i) + " = " + str(float(lcp[i])))
    print("f\'(x" + str(i) + "-epsilon): " + str(float(f1(x).subs(x, lcp[i]-1.0e-6))))
    print("f\'(x" + str(i) + "+epsilon): " + str(float(f1(x).subs(x, lcp[i]+1.0e-6))))
    print("f\'\'(x" + str(i) + ")       : " + str(float(f2(x).subs(x, lcp[i]))))

"""
Schliesslich wird nach Wendepunkten gesucht. Auch hier kann mittels                                        
zweier Kriterien entschieden werden, ob ein Wendepunkt vorliegt.
"""

lip = solve(f2(x), x)

for i in range(len(lip)):
    print("x" + str(i) + " = " + str(float(lip[i])))
    print("f\'\'(x" + str(i) + "-epsilon): " + str(float(f2(x).subs(x, lip[i]-1.0e-6))))
    print("f\'\'(x" + str(i) + "+epsilon): " + str(float(f2(x).subs(x, lip[i]+1.0e-6))))
    print("f\'\'\'(x" + str(i) + ")       : " + str(float(f3(x).subs(x, lip[i]))))

"""
Abschliessend zwei konkrete Beispiele aus der physikalischen Chemie.
Zunaechst soll das Maximum der Maxwell-Boltzmann-
Geschwindigkeitsverteilung aufgesucht werden: m ist die Masse von
H2O in kg, k die Boltzmannkonstante und T die Temperatur in
Kelvin.
"""

k = 1.38066e-23
m = 2.98897e-26
T = 300

##################################################

from sympy import pi, exp
from sympy.abc import v
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def s(v): 
    return (m/(2*pi*k*T))*v**2*exp((-m*v**2)/(2*k*T))

solve(diff(s(v), v), v)
[float(i) for i in _]

vrange = np.linspace(0, 2000)
plt.plot(vrange, [s(v).subs(v, i) for i in vrange])
plt.show()

"""
Die  Funktion  U(l)   gibt  die  Verteilungsfunktion  eines  Schwarzen
Strahlers  bei  Temperatur  T   als  Funktion  der  Wellenlaenge  l
(λ)  an.  Zeigen  Sie, dass  das  Wiensche Verschiebungsgesetz
λmax T = const. gilt:
"""

h = 6.62607e-34
c = 2.99792e+8

def U(l): 
    return (8*pi*h*c/l**5)*exp(-h*c/(l*k*T))/(1-exp(-h*c/(l*k*T)))
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Zunéchst werden die Nullstellen durch Losen der Gleichung f (x) = 0 gesucht.
Uberzeugen Sie sich durch die Graphik, dafl das Ergebnis stimmt.

from sympy.solvers import solve
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

solve (f(x), x)

[float (i) for i in _]

plt.figure ()

plt.subplot (211)

x0 = np.linspace(-5, 5)

plt.plot(x0, f(x0), label = r"$f(x)$")

plt.plot(x0, [f1(x).subs(x, i) for i in x0], label = r"$f’(x)$")
plt.legend ()

plt.subplot (212)

x1 = np.linspace(-0.5, 0.5)

plt.plot(xl, f(x1), label = r"$f(x)$")

plt.plot(xl, [f1(x).subs(x, i) for i in x1], label = r"$£’(x)$")
plt.legend ()

plt.show ()

Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extrempunktes ist: f'(x) = 0:

solve (f1(x), x)

[float (i) for i in _]

Im Folgenden werden alle Lésungen der Losungsmenge 1cp durchlaufen und geschaut, ob
ein Vorzeichenwechsel vorliegt und welchen Wert f”(x) annimmt.
Welcher Typ eines kritischen Punktes liegt vor?

lcp = solve(fi(x), x)

for i in range(len(lcp)):
print ("x" + str(i) + " = " + str(float(lcpl[il)))
print ("f\’(x" + str(i) + "-epsilon): "
+ str(float(f1(x).subs(x, lcpl[i]l-1.0e-6))))
print ("f\’(x" + str(i) + "+epsilon): "
+ str(float(f1(x).subs(x, lcp[i]+1.0e-6))))
print ("£\’\’(x" + str(i) + ") :
+ str(float(f2(x).subs(x, lcpl[il))))

Schlieflich wird nach Wendepunkten gesucht. Auch hier kann mittels zweier Kriterien
entschieden werden, ob ein Wendepunkt vorliegt.

lip = solve(f2(x), x)

for i in range(len(lip)):
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print ("x" + str(i) + " = " + str(float(lip[il)))
print ("£\’\’(x" + str(i) + "-epsilon): "

+ str(float(£f2(x).subs(x, lip[i]-1.0e-6))))
print ("£\’\’>(x" + str(i) + "+epsilon): "

+ str(float(f2(x).subs(x, lip[i]+1.0e-6))))
print ("£\’\’\’(x" + str(i) + ") I

+ str(float (£3(x).subs(x, lip[il)))

Abschlieflend zwei konkrete Beispiele aus der physikalischen Chemie.

Zunéchst soll das Maximum der Maxwell-Boltzmann- Geschwindigkeitsverteilung aufge-
sucht werden: m ist die Masse von HsO in kg, k£ die Boltzmannkonstante und 7' die

Temperatur in Kelvin.

k = 1.38066e-23
m = 2.98897e-26
T = 300

from sympy import pi, exp

from sympy.abc import v

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def s(v):
return (m/(2*pi*k*T))*xv**x2xexp ((-mxv*x*x2)/(2xkxT))

solve(diff(s(v), v), v)
[float (i) for i in _]

vrange = np.linspace(0, 2000)
plt.plot(vrange, [s(v).subs(v, i) for i in vrange])
plt.show ()

Die Funktion U(l) gibt die Verteilungsfunktion eines Schwarzen Strahlers bei Temperatur
T als Funktion der Wellenlédnge [ () an. Zeigen Sie, dafl das Wiensche Verschiebungsgesetz

Amax] = const. gilt:

h = 6.62607e-34
c = 2.99792e+8
def U(1l):
return (8*pixh*c/l*x5)*exp(-h*c/(1lxk*T))/(1-exp(-h*xc/(1xk*T)))
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3.5. Differentialrechnung

3.5.6 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

S

FEine in x differenzierbare Funktion ist dort auch stetig — die Umkehrung gilt nicht.

B

S

Zu einer in [a,b] stetigen und in |a, b|
gilt, gibt es ein c € la,b] mit f'(c) = 0.

Jim [f(o+A0) = ()] = | Jim fo+ Aa)] ~ @)
. f(x + Az) - f()
o AI;IEO lAJj Ax ‘|

= lim Az lim f(z + Az) — f(2)
Az—0 Az—0 Ax

— 0 f(x)
= Jim fr+Ar) = f(2)

Satz von Rolle

differenzierbaren Funktion f(x) fir die f(a) = f(b)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, d.h. horizontale Tangente

B

Satz von Weierstrass: f(x) besitzt in [a, b] ein absolutes Maximum bzw. Minimum.

Liegen diese bei a und b, so heifit dies dal f(z) = f(a) Va € [a,b] sonst gibt es eine
Extremstelle und die hat eine horizontale Tangente, d.h. f'(x) = 0.

S

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Zu jeder in [a, b] stetigen und in |a, b differenzierbaren Funktion f(x) gibt es ein xy €]a, b]

mit

f(b) — f(a)

flao) = b—a
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Tangente

- Sekante

B Sekantengleichung;:

s(x) = f(a)+m(x—a)
f() — f(a)
b—a

Differenz zwischen Sekante und Funktion f(z):
d(z) = [f(z)—s(z)
wobei gilt
d(a) = d(b)=0

d(x) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle = es gibt ein xy mit

d'(zg) = 0
= f'(x0) — /(20
o fla) = ) =m= LB @
3.5.7 Anwendungen
e Lincare Niherung
‘ f(z)

Af Zuwachs der Funktion f
E Zuwachs der Tangentenfunktion

At = f'(zg) - Az
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3.5. Differentialrechnung

f@) > flwo) + (z = x0) - f(w0) = tay ()

e Newtonsches Verfahren zur Nullstellensuche

A
Y

1. Schritt rate x; ~ xq:

Zo '

te, () = f(z1) + f'(21) (@ — 1)

Nullstelle 2y :  tp(x) =0 = 1z =m1 — f(21)/f (1)

tey(v) = f(22) + f'(22)(x — 22)

Nullstelle z3 1 t,,(2) =0 = x3=x9— f(x2)/f (z2)

Tit1 = Tj— f(%)/f/(mz)

flx) ~
2. Schritt
3. Schritt
f(z) =~
Beispiel:
f(z) =
Tit1 =
Tiy1 =
alternativ
f(x)
el’

et —4
T; — f(xi)/f/(xi)
e’ —4
Xy — )
eri

r,—1+4-e™

= In4
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1. Schritt
xr, = 1
zo = 1,4715...
x5 = 1,3808...
z, = 1,3863...

r5 = 1,38629436
In4 = 1,38629436

CAS-Beispiel | @

Der folgende Python-Code versucht bei vorgegebener Funktion f und Startwert x
numerisch die Nullstelle von f zu finden:

def newton(fexpr, var, x0):
from sympy import diff
from sympy.abc import x

def f(x):

return fexpr.subs(var, x)
def df (x):

return diff (f(x), x)
i=20

while (abs(£f(x0)) >= 5e-8):
y = df (x).subs(x, x0)

x0 -= £(x0)/y

io+= 1

print("i = " + str(i) + ", x= " + str(x0)
+ ", £f(x) = " + str(£(x0)))

return x0

Im Folgenden wird numerisch die Nullstelle von f(z) = sin(z) gesucht, die in der
Néahe des Startwerts xo = 1 liegt.

Konnen Sie das exakte Ergebnis angeben?

Gibt es weitere Nullstellen?

from sympy import sin
from sympy.abc import x

newton(sin(x), x, 1.0)

Diese Funktion konnen Sie auch im mathchem-Modul laden:

from mathchem import newton

newton(sin(x), x, 4.0)
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"""
Der folgende Python-Code versucht bei vorgegebener Funktion f
und Startwert x0 numerisch die Nullstelle von f zu finden:
"""

def newton(fexpr, var, x0):
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x
    def f(x):
        return fexpr.subs(var, x)
    def df(x):
        return diff(f(x), x)
    i = 0
    while (abs(f(x0)) >= 5e-8):
        y = df(x).subs(x, x0)
        x0 -= f(x0)/y
        i += 1
        print("i = " + str(i) + ", x= " + str(x0) + ", f(x) = " + str(f(x0)))
    return x0

"""
Im Folgenden wird numerisch die Nullstelle von
f(x) = sin(x) gesucht, die in der Naehe des Startwerts
x0 = 1 liegt.
Koennen Sie das exakte Ergebnis angeben?
Gibt es weitere Nullstellen?
"""

from sympy import sin
from sympy.abc import x

newton(sin(x), x, 1.0)

"""
Diese Funktion koennen Sie auch im mathchem-Modul laden:
"""

from mathchem import newton

newton(sin(x), x, 4.0)
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3.5. Differentialrechnung

e Regeln von I’'Hospital

S Es seien f und g bei xo differenzierbare Funktionen (wobei x = xy ausgenom-

/
men werden kann) mit f(xg) = g(xo) = 0. Ezistiert der Grenzwert lim f/éxi,
T—T0 g X

SO

gilt:
lim /(@) = lim f'(z)

M gla) T o ()

Die Aussage gilt auch fir die uneigentlichen Grenzwerte xo = 00, bzw. einseitigen
Grenzwerte x — xg £ 0.

B (1. Teil der Aussage)

Mittelwertsatz:
oy~ B =)
r — 2o
= f(x) = f(xo) + f'(21) (x — 20)
entsprechend

g(x) = glwo) + ¢ (x7) (x — x0)
mit 1, x} € |xg, z[.

f(x)

. . 1
@) T P glao) 1 gt (@ — 20)
_ J'(x1)
z=zo ¢/ (7)
f'(21)
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Beispiel:
. sinz . cosx
lim = lim =1
z—0 z—0 1
et —1 et
lim = lim—=1
z—0 x z—0 1
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3.6 Integralrechnung

3.6.1 Geometrische Deutung und Definitionen

e gleichformige Bewegung
VA

Vo T

e beliebige Geschwindigkeit

A A s}
v / s S
’
’
v(t) ’ 5b
As, _ - ’
ASQ
As Asy
Sa
ta to + 2AY th T ty by ¢
ta + At/ n—1
S(tb) = ’U(tl) (tiJrl — t@) + S(ta)
=0
to th oty ... t, o
| : | Zerlegung des Zeitintervalls:
to t to

ti=t,+i At i=0,....n
At = (t, — t,)/n  &quidistant

Héngt das Ergebnis von der Zerlegung ab? Fiihrt immer weitere Verfeinerung der Zerle-
gung zu einen eindeutigen Ergebnis (Grenzwert)?

D Durch Einfigen von Punkten x; (i =0,...,n) mita =29 < x; < ZTg3...<Z, =0
entsteht eine Zerlegung Z des Intervalls [a,b]. Die Linge des grifiten Teilintervalls
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I; = [z;1, ;] wird mit A(Z) bezeichnet:

I; = [Ii—h Il] Untersumme

Obersumme

a = xg Ax; T

D

Untersumme:
U(Z) = 3 fums A
i=1
Obersumme:
0Z) = z": fmaxi AT;
i=1
mat
Ar, = x;, —x;1
max
Jmme = min {f(x)]z € L;}

m f(x) sei stetig, sonst sup bzw. inf.

Vereinfachende Annahme:

f(2) sei stetig und monoton steigend in [a,b]. Aquidistante Zerlegung Z,, in n Teilinter-
valle; Verfeinerung durch Halbierung der Teilintervalle.
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y“ ﬂ{ / f(z)

A(Z3) /

_ —
f(xrf‘;zfl) é
f(xlfl) E

Ti—1 ZT; T

Zn Zo T X9 T3

Zon  xy ) xh ah 2 xl

Uz - 02 = Y1 (

> 0

U, = U(Z,) ist eine monoton steigende Zahlenfolge.

U, = U(Z,) ist nach oben beschrinkt (jedes O,, ist eine obere Schranke).
= U, besitzt einen Grenzwert U.

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir O,,:

O,, ist monoton fallend

O,, besitzt untere Schranke

= es existiert ein Grenzwert O.

A f(z)

Y
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= /() = f(20)] A(Z))
= /() - f(a)] A(Z,)
= Jm(0(Z) ~U(Z) = [f(b) = f(a)] Jim A(Z,)
=0
> i 0Z) = limU(z)

d.h. O,, und U,, besitzen denselben Grenzwert!

S Fiir jede in |a,b] stickweise stetige Funktion f(x) (endlich viele Unstetigkeitsstellen)
gilt fiir jede beliebige Zerlequng Z des Intervalls [a, b]

U(Z)<1<0(2)

d.h. U ist nach oben beschrinkt mit der kleinsten oberen Schranke I

O st nach unten beschrdinkt mit der grofiten unteren Schranke I
Zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlequng Z so daf fiir jede weitere Verfeinerung der Zerlegung
7' qgilt:

U(Z')— 1| <e, |O(Z) 1] < e

D Zu einer gegebenen Zerlequng Z wird die Zwischensumme S(Z) definiert durch

n

S(Z) = > f(@) Az

=1

mit x;—1 < x] < x; d.h. x}7 ansonsten beliebig.

S Es gilt (sofern die Grenzwerte existieren):

lim U(Z)= lim O(Z)= lim S(Z)=1I
A(Z)—0 A(Z)—0 A(Z)—0

D Eine Funktion f(x) heifit iber das Intervall [a, b] (im Riemannschen Sinne)
integrabel wenn es zu jedem e > 0 ein 6(e) > 0 und ein I gibt, so dafs fiir jede Zerlequng
Z won [a,b] mit A(Z) < 0 gilt:

1S(Z)— 1| < e
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I wird als bestimmtes Integral der Funktion f(x) diber [a,b] bezeichnet.
b n
I = / — i ) (2 — Tie
- fla)dz A(g)gogf(%) (2 — i)
a, b: untere, obere Integrationsgrenze

x: Integrationsvariable

Die obige Definition stellt noch keine offensichtlichen Anforderungen an eine Funktion
damit sie integrabel ist.

S Riemannsches Integrabilititskriterium

Fine in [a,b] definierte und beschrinkte Funktion f(x) ist genau dann tber [a, b] integrier-
bar wenn es zu jedem € > 0 ein §(e) > 0 gibt, so daf$ fir jede Zerlegung Z mit A(Z) < 0
qgilt:

0(Z2) -U(Z)] < e

Im Riemannschen Sinne integrabel sind u.a. :

a) jede auf [a, b] stetige Funktion

b) jede beschrinkte, in [a, b] stiickweise stetige Funktion (endlich viele Unstetigkeits-
stellen)

c) jede auf [a, b] beschrankte und monotone Funktion

3.6.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

S Seien f(x) und g(x) auf den Intervallen [a,b], [a,c] und [c,b] integrable Funktionen,
dann gilt:

a) /abf(:c)dx:() fir a=10
b) /abf(x)dx:—/baf(x)dx

¢) /abf@)dx:/:f(x)dx+/cbf(x)dx
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d)/af )+ 5 gla :c—a/f dx+6/
e) f(z) <g(x)Vx € [a,b] mit a<b = / dx</abg(93)dx

D[ s

g) erster Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Sei f(z) auf [a,b] mit a < b integrabel und gilt A < f(z) < B Vx € [a,b], dann
existiert ein C mit A < C < B, so daf

§/b|f(x)|dx fir a<b

B f(@) B — B =absolutes Maximum
()
C f(il?o)
A A — A = absolutes Minimum
A
a b a o b

3.6.3 Stammfunktionen und unbestimmtes Integral

D Fine in [a,b] differenzierbare Funktion F(x) heifft Stammfunktion der Funktion
f(z) falls gilt

F'(z) = f(z) V€ la,b]

Die Menge aller Stammfunktionen F(x) wird als unbestimmtes Integral /f(x)dx

bezeichnet.

Beispiel:

f(z) =cosx  F(x)=sinzx
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S Besitzt eine Funktion f(x) zwei Stammfunktionen F und G, so unterscheiden sich
diese nur um eine Konstante C', d.h.

/f(x)dx = F(z)+C

B Annahme: F' und G seien Stammfunktionen von f mit F(x) = G(x) + h(x).

Flz) = f(=z)
= G'(z) + 1 (x)
G'(x) = f(x) (G ist Stammfunktion)
= [flx)+ N (x)
= h'(x) = 0
= hz) = C
Grundintegrale:
Funktion Stammfunktion
/ a 1 a+1
xdx = —2"" 4+ C a#-1
1 a+1
/—da: = In|z|+C
v 1
/eo‘xdx = —e*"4+C a#0
“1
/sin(ax)d:v = - cos(ax) +C a#0
1
/cos(ax)dx = sin(ax) +C a#0

D Zu einer auf |a,b] integrablen Funktion f(x) ist die zugehdrige Integralfunktion

I(x) durch

I: z+—I(x) :/;f(s)ds x € [a,b]
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definiert.

S Fiir die Integralfunktion I(x) zu einer auf [a,b] stetigen Funktion f(z) gilt

I'(x) = f(x)
d T
dh. &/a f(s)ds = f(z)

d.h. die Integralfunktion I(z) ist eine Stammfunktion von f(z).

B

I A . T+Az [z
Dy TEEAD T (s = [ f(5)ds
dx Az—0 Ax Az—0 Az
_ gy S f(s)ds
Az—0 A;U
T fawds [T f(s)ds [T faads
Jz  JmmEo - Jo  JA\PP - Jg  Jmaxo
P < dm SRy < Aty
: I f(s)ds
Alggo Jmin < Alalnrgo Az Ahmo Jrma
AT f(s)ds
<
flz) < lim =—F < f(z)
. f:):+Ax f(S)dS
/ _ T _
= I'(z) = lim =—rm f(z)

* - monoton steigend, nach oben beschrankt

x* - monoton fallend, nach unten beschrénkt

S Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist fir eine in [a,b] stetige Funktion f(z) eine beliebige Stammfunktion F(x) bekannt, so

b
erhdlt man das bestimmte Integral / f(z)dx durch
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Damit ist die Berechnung eines bestimmten Integrals auf die Bestimmung der Stamm-
funktion zuriickgefiihrt.

B

/abf(s)ds — /adf(s)ds+/dbf(s)ds

- —/daf(s)der/dbf(s)ds
I(b) — I(a)

= [F(b) = C] = [F(a) = C]

= F(b)— F(a)

denn die Stammfunktion /(x) unterscheidet sich von F(x) nur durch eine Konstante C

(Hier: I(z) = [] f(s)ds).

Berechnung bestimmter Integrale:

b 1 b
/ Dde = | ——a0 !
a Y —+ 1

a

_ ry_1|_1 {b’H‘l _ avﬂ}
/b sinhzdx = ;/b {ex — e_x] dz
’ 1 ’ b

= slere,

— [cosha]®

= cosh(b) — cosh(a)

CAS-Beispiel | @

Die Funktion integrate erlaubt sowohl bestimmte als auch unbestimmte Integrale zu
berechnen. Hier einige Beispiele:

from sympy import integrate
from sympy.abc import x, a, b

integrate (x**3, x, a, b)




"""
Die Funktion integrate erlaubt sowohl bestimmte als auch
unbestimmte Integrale zu berechnen. Hier einige Beispiele:
"""

from sympy import integrate
from sympy.abc import x, a, b

integrate(x**3, x, a, b)

##################################################

from sympy import sinh

integrate(sinh(x), (x, a, b))

"""
Stimmt das Ergebnis?

Abschliessend einige unbestimmte Integrale. Der natuerliche
Logarithmus wird dabei von SymPy als log(x) dargestellt:
"""

from sympy import tan, log, exp

integrate(tan(x), x)

##################################################

integrate(log(x), x)

##################################################

integrate(x*exp(x), x)
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from sympy import sinh

integrate (sinh(x), (x, a, b))

Stimmt das Ergebnis? Abschliefend einige unbestimmte Integrale. Der natiirliche Loga-
rithmus wird dabei von SymPy als log(x) dargestellt:

from sympy import tan, log, exp

integrate (tan(x), x)

integrate (log(x), x)

integrate (x*exp(x), x)

3.6.4 Integrationsregeln

Durch Ausnutzen der Differentiationsregeln erhélt man eine Reihe von Regeln zum Auf-
finden einer Stammfunktion und damit zur Bestimmung eines bestimmten Integrals.

Im folgenden, seien F'(x) und G(z) Stammfunktionen von f(x) und g(z).

S Summenregel

[lo f@) +Bg@lde = a F()+8G)+C

Aus
(FG)Y = F'G+Fd&

Produktregel folgt:

S

b b
/a F'(z) Gla)de = [F(z) G)] — / F(z) G'(2)de

partielle Integration oder

[ 1) Gar = (@) Gk~ [ F@) o)
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Beispiel:

Anwendung auf ein bestimmtes Integral

G F' GF - G F
b b
/ r cosxdr = [v sinz]® —/ 1 sinxdx
[z sinz]’ — [~ cos ]’

= b sinb—a sina + cosb — cosa

Anwendung auf ein unbestimmtes Integral
G F' GF - G F
/x2 edr = 2% e® — /295 ede +C

ze” —/e””dx

= 22" —2r "+ 25 +C
= (P —-20+2)e"+C = H(z)

= 22e"—2

+C

Kontrolle:
Integrand h(x) = 27"
Stammfunktion H(z) = (2° —2v + 2)¢€"
dH (x) 5
= (z° —=2x + 2)e"+ (22 — 2)€”

dx

Kettenregel = Substitutionsregel:

S Ist g(u) auf [a,b] stetig differenzierbar und f(v) stetig fir alle v € {v|v = g(u),u €
la,b]} dann gilt:

B Die Integralfunktion I(x) = / f(v)dv (a beliebig) ist eine Stammfunktion von
f(v), d.h. I'(x) = f(z). Die Verkettuaflg H =1Togvon I und g besitzt die Ableitung
d/l dg

Hu) = (ogf(w) = 5
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d.h. I o g ist Stammfunktion von f ¢'.

[ fat)dwdu = [(Tog

S Ist F(u) Stammfunktion von f(u), so gilt

/aﬂf(aan b)dr = i[F(am +b)°

/jf(ax—kb)dx = Cll/aﬁf(ax—i—b)adx
glx)=azx+b
B
[ flar vy = (Pl
= [Flaz + )]

S Ist g(x) in [a,b] differenzierbar mit g(z) # 0, so gilt

bg'(x) — Mnlals)P
LSy = sl
)
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Beispiel:

b
/ (2% 4+ 1)*22dz

(z)=2"+1 fl9)=g"
f(v)dv

= N =Y o=

Formal 148t sich schreiben

[ seng@ar = [ o)™ a
— " fta)ag
g(a)
_ /g(b)f(v)dv
g(a)

= Achtet man auf die Integrationsgrenzen, so &3t sich mit den Differentialen nach den
iiblichen Rechenregeln verfahren.

T = / cos 6 e~ % sin Hde
0

u = cosf
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T — coswm=—1
0 — cosO=1
d
—d—z = sinf
du = —sin6df
alternativ
v = —acosf
d
d—g = asinf
dv = «sinfdf
u(0=m)
=T = —/ ue “Udu
u(0=0)
-1
= — ue “tdu
+1
+1
= / ue “Udu
1
1 +1 +1 1
= [u ( e“”)] —/ ——e “"du
— —1 —1 (0%
1 1 2 +1
= —— {—i—l et —(=1) e (*1)] — [() e “]
o —a .
1 (e} —Q 1 — o
= —a{e +e }—((12>[e —e}
2 1
= —— {cosha — —sinh a}
o «
—_ mB .
o= T T
<M> = m <cosf >

Jcosf e cosORT sin Hdo
e cosORF sin 0do
(—%) {cosh o — ésinh a}
(—%) sinh «

m

1
<M> = m {cotha—}
«

Langevin-Funktion:
1
L) = ——+cotha
!

a1
L(a)

12

@
3
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[\

m
= < M> ~ B
3k T
= = m2
X T oskT

3.6.5 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Die Integration einer gebrochen rationalen Funktion

erfolgt i. allg. in drei Schritten:

a) Zerlegung der gebrochen rationalen Funktion in ein Polynom und eine echt gebro-
chen rationale Funktion — falls m > n.

b) Partialbruchzerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion

c¢) Integration des Polynoms und der Partialbriiche unter Verwendung von Standard-
integralen

Schritt a) "Kiirzen” falls m > n, z.B.:

Schritt b) Partialbruchzerlegung

S " Zur Erinnerung” Fundamentalsatz der Algebra:

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades mit reellen Koeffizienten a; lafit sich auf die
Form bringen:

Zaixi = clr—z)(T—22) ... (r—xp) (PP +prx+q) ... (2 +px+q)
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wobei qilt: k + 21 =n, ¢, x;, ¢;, p; € R.
Fallen u bzw. v der Nullstellen zusammen, so 148t sich schreiben

clx—x)" ... (z —xs)™ (x2 +px+q)" ... (:1:2 + px + q)*"

mit
Uy + ...+ ug
N————

s Summanden

d.h. jeweils verschiedene Nullstellen.

S

Form

Ay Ay

+ 2(v1+...+v)
N——————

=nNn

t Summanden

Jede echt gebrochene rationale Funktion f(x) lafst sich als Summe von Termen der

o ‘ =1..
x—x; (v —x4)? et (x — a;)w e
und Termen der Form
BliL' + 01 Bvix + Cvi . 1
- i=1,...
S (2% + pix + q;)vi

darstellen. Die Konstanten A, B und C' lassen sich durch Koeffizientenvergleich ermitteln.

Beispiel:
r+2 a) T+ 2
2—1 (z—D(@+1)
b) A Ay
T -1 r+1
=1lz+2 = A(x+1)+Ay(z—1)
= (A + Az + (A — Ay)
=A1+4 =1
Al — Ay = 2
A = 3/2
Ay = —1/2

Schritt c) Integration der Partialbriiche

Nach erfolgter Partialbruchzerlegung treten nur 3 verschiedene Funktionstypen als Inte-

grand auf.
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Q) /xilxzdx

Bx+C

V) /($2+px+Q)"dm

Substitution u =z + p/2 =

mit

mit B” =
C/l —

’U _—

L, =

I =

IQ -

fir n>2: I, =

n=1

n>2

du

= Aln|z — ;| 4 const. fiir
A
= a—n (z — ;)" ™™ 4 const. fiir
/ Bu— Bp/2+C
(u? = pu+p*/4 +pu—p*/2+q)"
/ Bu+ ' du
(u? + k2)m
C'=C - Bp/2
E*=q—p*/4>0
Bku/k + C'

bmu/<KZy2+1)"d<k> g

dv dv
B/// v C///
v ) Ty
—_——— —_———
I I,
B k_72n+2
Cl k—2n+l
(€~ B p/2) k!
u
k
/ 2udv
2 1+ 0?)"
—1n(1 +v?) +const. fiir n=1
/ 2udv
2 1+ 0?)"
2(1—n) (1 +v*)"" 4 const.  fiir
/ dv
(1+02)"
arctanv + const. fir n=1

v
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_ / (1+v?)dov

(1 + ,U2)n+1

/ dv +1/ v 20 _ v,
= v
(1—|—v )”Jrl 2/ (1+0v2)rtl
1 v 20 11 dv
f/idv - L (.
2/ (1+0v2)ntl 2n 1—|—U 2n (1+0v2)"
n—-mn-—1

= /(1&2)"—1 - /(1 EZQ)” B 2(n1—1) lv(lJri?)"—l]
1

2 n—l/(1+02)"1

> L= 2(n1—1) [v(1+i2)"11+/(1£;)"1[1_;”i1}

o 1 v n 2n—3 dv
2 2tn—1D 1+t 2n—2J (14 02)n-!
N——

vom Typ I, oder I,

3.6.6 Uneigentliche Integrale
b
Bei der Definition des bestimmten Integrals / f(z)dz (siehe 3.6.1) wurde bislang vor-

a

ausgesetzt, dafl gilt:

a) die Funktion f(x) ist innerhalb [a, b] beschrénkt

b) der Integrationsbereich [a, b] ist endlich, d.h. a, b # +o00

Beide Einschrankungen konnen bei geeigneter Erweiterung des Integrationsbegriffs ent-
fallen.

Zu a):

D Es sei f(x) eine in [a,b — €] (0 < € < b — a) beschrinkte und integrable Funktion.
FExistiert der Grenzwert

b—e

I = 11_r>n0 ; f(x)dz
so heifit I (konvergentes) uneigentliches Integral von f(x) auf [a,b].

b
Symbolisch: I :/ f(z)dx

a
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Existiert der Grenzwert nicht, so spricht man von einem (divergentem) uneigentlichen
Integral.

Analog 148t sich die Definition ausdehnen fiir den Fall, da8 f(z) fiir x = a oder fiir x = a
und x = b nicht beschrankt ist.

Beispiel:

1 1 ) 1—e 1
hr== = )
1—e¢

= lli% [arcsin ],

= lim [arcsin(1l — €) — arcsin 0]
e—0

= arcsinl
_ T
2
Y , Y arcsin x
! .
f(z) | 2 !
| |
i 1 =z
1 =z
E hend d " ! d o ! behandel
ntsprechend wer en/ — un / ——— behandelt.
P ~-1/1 — a2 -1 V1 —2?

Zub):

D Sei f(x) eine beschrinkte und integrable Funktion fir x € [a, b] mit beliebigem b > a.
Existiert der Grenzwert

I = lim bf(x)dx

b—o0 Jg

so heifst I (konvergentes) uneigentliches Integral von f(z) dber [a, ool

Symbolisch: I = /Oo f(z)dx

a

Ezistiert der Grenzwert nicht, so heifst / f(z)dx divergent.

Analog 148t sich die Definition erweitern fiir den Fall dal ¢ = —oo bzw. a = —oo und
b = oc.
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Beispiel:

0 2
/ 2"e P dx
0

Essei0<neIN,0< g elR.
Substitution v/ x = u fiihrt auf die Form

o0 2
/ ue " du
0

Y
n=1
€ x
n=0: / e du = \/27? (Beweis folgt spéter)
0
n=1 /Ooue Ay = 1
0 2
mit w*=s und ﬁ—2u
du
) %) 1
/ du = / e’s} —ds
0 0
= 3l
= —1-0—(-1)

n > 1 : Partielle Integration

o0 2
/ ue ' du =
0

5/

1 1_ o0 _2_2
I /(n—l)u” e~ du

2 0

entweder gilt n —2=0odern—2=1

—2ue ) du

ansonsten weiter partielle Integration
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‘ CAS-Beispiel | @

Fiir die Berechnung uneigentlicher Integrale mittels Python sind keine Besonderheiten zu
beachten. Diese kann mittels SciPy oder wahlweise mittels SymPy erfolgen.

1 1
—dux:
/0 V14 22 v

from scipy import integrate as intl, sqrt as sqrtl

intl.quad(lambda x: 1/sqrtl(l1-x**2), 0, 1)

from sympy import integrate as int2, sqrt as sqrt2
from sympy.abc import x

int2(1/sqrt2(1-x**2), (x, 0, 1))

1 1
—dux:
/_1 V14 22 v

from scipy import integrate, sqrt

integrate.quad (lambda x: 1/sqrt(1-x**2), -1, 1)

o0 2
/ e ¥ da:
0

from scipy import exp, inf

integrate.quad(lambda x: exp(-x*%*2), 0, inf)




"""
Fuer die Berechnung uneigentlicher Integrale mittels Python sind
keine Besonderheiten zu beachten. Diese kann mittels SciPy} oder
wahlweise mittels SymPy erfolgen.

  1
  ∫ (1)/(\sqrt(1+x^2)) dx:
  0
"""

from scipy import integrate as int1, sqrt as sqrt1

int1.quad(lambda x: 1/sqrt1(1-x**2), 0, 1)


from sympy import integrate as int2, sqrt as sqrt2
from sympy.abc import x

int2(1/sqrt2(1-x**2), (x, 0, 1))

"""
  1
  ∫ (1)/(\sqrt(1+x^2)) dx:
 -1    
"""

from scipy import integrate, sqrt

integrate.quad(lambda x: 1/sqrt(1-x**2), -1, 1)

"""
  ∞
  ∫ e^(-x^2) dx:
  0
"""

from scipy import exp, inf

integrate.quad(lambda x: exp(-x**2), 0, inf)
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3.6.7 Interpolation und numerische Integration

a) Interpolation

In vielen Fillen ist die Auswertung einer betrachteten Funktion sehr aufwendig oder
nicht zuginglich (MeBwerte). Die Interpolation bietet die Moglichkeit die Liicke
zwischen bekannten Stiitzstellen zu ”iiberbriicken”.

Lineare Interpolation

Die Funktion f(z) wird zwischen jeweils zwei Stiitzstellen (z¢ und z; mit yo = f ()
und y; = f(21)) durch eine Gerade h(x) ersetzt, so dafl h(z;) = y;, i =0, 1.

Y
f(z)
h(x)=a+bzx
| |
I I
Zo T T
Bestimmung von a und b:
2-Punkteform
Y=Y% _ HN—%
T — X 1 — 2o
= h(z)=y = |yp— 2P $0}+ yl—yo} x
T1 — o T1 — o
alternativ
h(Io) = a-+ b(L’O = Yo
h(z) = a+bxy =y
= b(r1 —20) = Y1 — Yo
b o— Y1 — Yo
Tr1 — X
Y1 — Yo
a = Yo— To
1 — X

Quadratische Interpolation

Die Funktion f(z) wird im Bereich von drei Stiitzstellen (z; mit y; = f(x;), i =
0,1,2) durch eine Parabel g(z) ersetzt, so daf gilt g(z;) = v;, i = 0,1, 2.
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Y g(r) =a+bx + ca?

Bestimmung von a, b und c:

g(z;) = a+bxi+cx?:yi 1=0,1,2

d.h. man erhélt ein lineares Gleichungssytem fiir die Koeffizienten a, b, ¢

1 =z :L'(Q) a Yo
1 x% b = Y1
1 29 CL‘% c Y2
Speziell: Aquidistante Stiitzstellen mit Nullpunktsverschiebung, d.h. z, = —Axz,

x1:0,x2:+Ax:>

a — Axb + Az’c Yo
a = Y
a + Axb + Azr’c =

p_ 2" %2ty —2n
2 Az 2 Ax?

= a =1

Interpolation mittels Polynomen héherer Ordnung:

Formel von Lagrange
L) = YuLi)
i=0

mit den Polynomen

(x—xo)(x—21) ... (x — i) (x — 2i11) ... (T — )

(.TZ' — ZE())(J]Z - ZEl) c. (ZL’Z — xi—l)(l‘i — J]Z‘+1) c. (ZL’Z — In>

L) =

fiir (n 4 1) Stiitzstellen (z;,v;) i =0,...,n.
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b) Numerische Integration
Numerische (rechnerische) Integrationstechniken zielen darauf ab, einen Naherungs-

b
wert fiir ein bestimmtes Integral / f(z)dz zu bestimmen.
a

Fiir eine gewihlte Zerlegung Z des Intervalls [a, b] liefern die zugehérigen Ober- und
Untersummen einen N&herungswert fiir /.

Offensichtlich gilt fiir den Fehler AI, d.h. die Abweichung vom gesuchten Integral

[All < |0(2) - U(Z)|

m Eine numerische Integrationsformel sollte bei Verfeinerung der Zerlegung zu
immer kleineren Fehlern fithren und die Moglichkeit beinhalten den Fehler AT zu
bestimmen.

Im folgenden wird — wie dies iiblich ist — von einer dquidistanten Zerlegung Z aus-
gegangen.

Eine stiickweise lineare Approximation des Integranden fithrt bei Zerlegung in n
dquidistante Intervalle [z;_1,x; = x;_1 + Ax] auf die Trapezregel.

Y hi(z) —

/ ()
N

Ti—1 Xj i

T n

i—1 i=1

/abf(x)dx ~ é/z
= Az (Gl hit ot fat 350)

Segment i:

= Az (fi-1 + fi)

N | —
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Eine quadratische Approximation des Integranden fiihrt bei Zerlegung in n dquidi-
stante (n gerade!) Intervalle auf die Simpsonregel.

yl\

ydh

Ry

X2;—2 X25—1 T2

Ug Uy Ug

=—-Az 0 +Azx

/abf(x)dm ~ Z/m gi(x)dr = Z[i

Agx (fo+dfit2fc+4fs+...+2fno+dfu1+fa)

Segment i:
x24
I, = / gi(z)dx
T25—2

- /UQ(a + bu + cu®)du

0
u2

1 1
= {au + §bU2 + gcu?’

uo

1 1
= a(ug —up) + =b(uj — u3) + =c(us — uy)

2 3
2
= 2an+0+§cAa:3
292+ Y0 —2y1 | 3
= 21 A A LA
h x+3 2A 2 v
Ax
= ?(yo+4y1+y2)

CAS-Beispiel | @

|
Im Folgenden wird das Integral der Funktion f(z) = x cos?(x) im Intervall [—1,4] durch
die Trapezregel und die Simpsonregel in immer kleiner werdenden Teilintervallen ap-
proximiert, bis der Fehler einen Wert von 10~° unterschreitet. Dazu wird die Funktion




"""
Im Folgenden wird das Integral der Funktion $f(x) = x cos^2(x) im
Intervall [-1, 4] durch die Trapezregel und die Simpsonregel in immer
kleiner werdenden Teilintervallen approximiert, bis der Fehler einen
Wert von 10^-5 unterschreitet. Dazu wird die Funktion
NUMINT(fexpr, var, a, b, eps) verwendet, die vom mathchem-Modul 
zur Verfuegung gestellt wird. Hierbei wird die Anzahl der Teilintervalle
schrittweise um 10 (Trapezregel) respektive 2 (Simpsonregel) erhoeht:
Achtung: Je nach eps-Wert und Computer kann die
nachfolgende Rechnung auch mehrere Minuten in Anspruch nehmen!
"""

from sympy.abc import x
from sympy import cos
  
def f(x): 
    return x*(cos(x))**2
from mathchem import NUMINT 

NUMINT(f(x), x, -1, 4, 1.0e-5)

"""
Wie man sieht, wird der Fehler fuer die Simpsonregel rasch klein --
im Gegensatz zur einfachen Trapezregel.
"""
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NUMINT (fexpr, var, a, b, eps) verwendet, die vom mathchem-Modul zur Verfiigung
gestellt wird. Hierbei wird die Anzahl der Teilintervalle schrittweise um 10 (Trapezregel)
respektive 2 (Simpsonregel) erhoht:

Achtung: Je nach eps-Wert und Computer kann die nachfolgende Rechnung auch mehrere Minuten in Anspruch nehmen!

from sympy.abc import x
from sympy import cos

def f(x):
return x*(cos(x))**2

from mathchem import NUMINT

NUMINT (f(x), x, -1, 4, 1.0e-5)

Wie man sieht, wird der Fehler fiir die Simpsonregel rasch klein — im Gegensatz zur
einfachen Trapezregel.
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3.7 Potenzreihenentwicklung von Funktionen

3.7.1 Taylorentwicklung

Polynome sind in der Anwendung, d.h. Funktionswertbestimmung, Differentiation und
Integration besonders angenehm. Interpolation, bzw. Extrapolation, bieten die Moglich-
keit, eine vorgegebene Funktion durch ein Naherungspolynom zu ersetzen. Das Polynom
n-ten Grades wird dann durch n 4 1 Stiitzstellen bestimmt. Alternativ 148t sich fordern,
daBl das Naherungspolynom in den n ersten Ableitungen (sofern diese existieren) an einem
vorgegebenen Punkt mit denen der Funktion iibereinstimmen.

Es soll nun eine Funktion f(z), die n-fach differenzierbar ist, betrachtet werden und in
der Néhe von zy = 0 durch ein Ndherungspolynom 7,,(z) ersetzt werden.

Néherungspolynom:

T.(z) = Z a; o'

=0

Bestimmung der Koeffizienten a;:
To(z) = Zn:a, z’ = T,(0) = ao = f(0)

=0
T!(z) = znjza 2l = zn:za 2! = T(0)=1-a; = f'(0)

=0 =1
T'(z) = zn:z (i—1)a; 22 = znjz(z —Da2"? =T'0)=21-a, = f"(0)

i=1 1=2
T (x) = Xn: i(i—1)...1la; 2™

1=n—1

= znjz(z'— 1)...la;z™" = TM0)=n-...2-1-a, = f™(0)
Damit
L) = Y5 fO0)s
. 1

bzw. fiir allgemeine x:

D Sei f(z) bei xg mindestens n-mal differenzierbar, so bezeichnet man

Town(®) = 3 5 /00) (o = o)
i=0 "
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als Taylorpolynom zu f(z) bei xy.

Wie gut repréisentiert das Taylorpolynom 7, ., (z) die urspriingliche Funktion f(x)?
Beispiel:

f(z) =sinz, g =0:

f(0) sin(0) =0
7 (0) = cos(0)=1
f"(0) = —sin(0)=0
f30) = —cos(0)=—1
f(0) sin(0) =0
£9(0) sin(0) = 1
Toole) = 045 40- 2 w04t -
B m (_1)1 IQH—I ‘ B
;) @i 11 mit 2m+1=n
1

CAS-Beispiel | @

Mittels des Aufrufes von taylor(f(x), x, a, n) des mathchem- Moduls kann man die
Taylorreihenentwicklung von f(z) um die Stelle a bis zur Ordnung n erzeugen.

from mathchem import taylor
from sympy import sin, cos, exp
from sympy.abc import x

taylor (sin(x), x, 0, 9)
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"""
Mittels des Aufrufes von taylor(f(x), x, a, n) des mathchem-
Moduls kann man die Taylorreihenentwicklung von f(x) um die Stelle a
bis zur Ordnung n erzeugen.
"""

from mathchem import taylor
from sympy import sin, cos, exp
from sympy.abc import x

taylor(sin(x), x, 0, 9)
taylor(sin(x), x, 1, 9)
taylor(cos(x), x, 0, 9)
taylor(exp(x), x, 0, 9)

##################################################

taylor(sin(x), x, 0, 9)
taylor(sin(x), x, 3, 9)

"""
Der folgende Aufruf stellt die Taylorpolynome fuenfter Ordnung
fuer f(x) = sin(x) an den Stellen x1 = 0, x2 = 3 dar.
"""

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x1 = 0
x2 = 3

xrange = np.linspace(-1, 10)

plt.plot(xrange, np.sin(xrange), "black")
plt.plot(x1, np.sin(x1), "bo")
plt.plot(xrange, [taylor(sin(x), x, x1, 5).subs(x, xi) for xi in xrange], "b-")
plt.plot(x2, np.sin(x2), "ro")
plt.plot(xrange, [taylor(sin(x), x, x2, 5).subs(x, xi) for xi in xrange], "r-")
plt.axis([-1, 10, -2, 2])
plt.show()

"""
Durch den folgenden Ausdruck laesst sich illustrieren, wie gut sich
f(x) = sin(x) in den verschiedenen Ordnungen der Taylorentwicklung
approximieren laesst.
"""

xrange = np.linspace(0, 10, 100)

plt.plot(xrange, np.sin(xrange))

for i in range(5):
    plt.plot(xrange, [taylor(sin(x), x, 0, 2*i+1).subs(x, xi) for xi in xrange])

plt.axis([0, 10, -2, 2])
plt.show()

"""
Zum Abschluss ein Beispiel aus der physikalischen Chemie:
Im Folgenden wird das Morse-Potential V(r) = De [1-e^(-a(r-re))]^2
um den Gleichgewichtsabstand re durch eine Taylorentwicklung
zweiter Ordnung approximiert (Stichwort: harmonische Naeherung).
"""

from sympy import exp
from sympy.abc import r

De = 5
re = 2
a = 1.2

def V(r):
    return De*(1-exp(-a*(r-re)))**2

##################################################

taylor(V(r), r, re, 2)
  
rrange = np.linspace(0, 7, 100)

plt.plot(rrange, [V(r).subs(r, ri) for ri in rrange])
plt.plot(rrange, [taylor(V(r), r, re, 2).subs(r, ri) for ri in rrange])
plt.axis([0, 7, -1, 8])
plt.show()
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taylor (sin(x), x, 1, 9)
taylor (cos(x), x, 0, 9)
taylor (exp(x), x, 0, 9)
taylor (sin(x), x, 0, 9)
taylor (sin(x), x, 3, 9)

Der folgende Aufruf stellt die Taylorpolynome fiinfter Ordnung fiir f(z) = sin(z) an den

Stellen x1 = 0, x5 = 3 dar.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
x1 =0
x2 = 3
xrange = np.linspace(-1, 10)
plt.plot(xrange, np.sin(xrange), "black")
plt.plot(xl, np.sin(x1l), "bo")
plt.plot(xrange,
[taylor (sin(x), x, x1, 5).subs(x, xi) for xi in =xrange], "b-")
plt.plot(x2, np.sin(x2), "ro")
plt.plot(xrange,
[taylor (sin(x), x, x2, 5).subs(x, xi) for xi in =xrange], "r-")
plt.axis([-1, 10, -2, 2]1)
plt.show ()

Durch den folgenden Ausdruck 148t sich illustrieren, wie gut sich f(z) = sin(z) in den

verschiedenen Ordnungen der Taylorentwicklung approximieren 148t.

xrange = np.linspace(0, 10, 100)

plt.plot(xrange, np.sin(xrange))

for i in range (5):

plt.plot(xrange,

[taylor (sin(x), x, 0, 2*i+1).subs(x, xi) for xi in =xrange])
plt.axis ([0, 10, -2, 2])
plt.show ()

Zum Abschluf} ein Beispiel aus der physikalischen Chemie: Im Folgenden wird das Morse-
Potential V(1) = D, [l — e*"")]2 um den Gleichgewichtsabstand r, durch eine Taylor-

entwicklung zweiter Ordnung approximiert (Stichwort: harmonische Néherung).

from sympy import exp
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De
re

a =

from

sympy .abc import r

5
2
1.2

def V(r):

return Dex(l-exp(-ax(r-re)))**2

taylor (V(r), r,

re, 2)

plt

rrange =

plt.
plt.
.axis ([0, 7, -1,
plt.

np.linspace (0,

plot (rrange,
plot (rrange,
81)
show ()

[V(r).subs (r,
[taylor (V(r), r,

7, 100)

ri) for ri in rrangel)
re,

2) .subs(r,ri) for ri in rrangel)

Fehlerbetrachtung:

Fiir die Differenz R, o(x) zwischen dem Taylorpolynom und der urspriinglichen Funktion
f(z) gilt:

Speziell gilt fiir n = 0:

Rpo(z) = f(x) = Too(2)

Rozo(z) = f(x) = f(z0)
:‘f1f@a

part. Integration =

L r oL, — [ o

= z f'(z) —xo f'(x0) — /:B:t f(t)de
= (= x) Flw) 4o @)~ o) - [ ¢ (0t

= (z—xo) f’(mo)—i-x/x

' ()de — /x 4 f(t)de

Zo

_ @—x@f@@+é?m—ﬂfﬁﬂt

= J@) = fl) + P o)+ [ -

Taﬂw(x)

Ry (x) =

Zo
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falls f(t) firt € [xg,x] n+ 1-mal differenzierbar ist.

B Vollstéandige Induktion.

3.7.2 Potenzreihen

D Unter einer Potenzreihe P(x) versteht man ein Polynom dessen Grad unendlich

ist:

Pz) = aqg+arz+...=)Y ax’
=0

Bricht man die Summation bei ¢ = n ab, so entsteht die Partialsumme
n
Su(z) = Y au’
i=0

Eine Potenzreihe heifit an einer Stelle zy konvergent, wenn die Folge der Partialsum-
men S, (xo) (d.h. So(zo), Si(xg), Sa(zp), ...) einem Grenzwert G = nh_}rgo Sn(zo) zustrebt
— andernfalls nennt man die Potenzreihe bei xy divergent.

Gibt es ein p > 0, so dal eine Potenzreihe P(z) fiir alle |z| < p konvergiert und fiir alle
|z| > p divergiert, so wird p als Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet.

Betrachtet man speziell x = 1, so ist

P(z) = Zaixi = q
i=0 i=0

und man spricht einfach von einer Reihe. Wechseln die a;’s einer Reihe sténdig ihr Vor-
zeichen (d.h. a; - ;41 < 0), so spricht man von einer alternierenden Reihe.

S Konvergiert eine Potenzreihe Zaixi, dann gilt 77,11—>r20 apx™ =0, d.h. insbesondere:
i=0
divergiert a,x™ oder gilt nh_)rgo apx” = A F# 0, so divergiert die Reihe.

B

lim a,z" = lim [S, —S,_
= lim S, — lim S,
n—oo n—oo

= G-G=0
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S Konvergiert eine Potenzreihe fiir v = xo # 0, so konvergiert sie fiir jedes |x| < |xo|.
Divergiert die Reihe fiir xo, so divergiert sie fir jedes |x| > |xo|.

Gibt es ein xg > 0, fiir das die Reihe konvergiert, so existiert ein Konvergenzradius p > 0.

B Mittels des vorausgegangenen Satzes.

Beispiel:
Geometrische Reihe Z xt
i=0
Fiir die Partialsummen 143t sich schreiben:

1 __xn+1
: : 1 .
mit  lim S,(z) = fir z<1
n—o0 1—=x
lim S,(x) = oo fir z>1

damit ist der Konvergenzradius p = 1.

Gibt es weitere Konvergenzkriterien? Wie 148t sich p bestimmen?

CAS-Beispiel | @

[e.e]

In folgendem Beispiel wird das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe Z z* fiir
k=0
100
z < 1 untersucht. Dazu werden die Partialsumme » z* sowie die Funktion f(z) = ﬁ
k=0
graphisch dargestellt. Was féllt Thnen auf?
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
x = np.linspace (0, 0.999999999)
plt.plot(x, 1/(1-x), color = "red", linewidth = 5.0)
plt.plot(x, sum(x**xk for k in range(101)),
color = "black", linewidth = 3.0)
plt.axis ([0, 1, O, 20])
plt.show ()
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"""
In folgendem Beispiel wird das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe
 ∞
 ∑ x^k fuer x < 1 untersucht. Dazu werden die
k=0

            100 
Partialsumme ∑ x^k sowie die Funktion f(x) = (1)/(1-x)
            k=0
graphisch dargestellt. Was faellt Ihnen auf?
"""

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(0, 0.999999999)

plt.plot(x, 1/(1-x), color = "red", linewidth = 5.0)
plt.plot(x, sum(x**k for k in range(101)), color = "black", linewidth = 3.0)
plt.axis([0, 1, 0, 20])
plt.show()

##################################################

from sympy import diff, integrate, Sum, oo
from sympy.abc import x, k

diff(Sum(x**k, (k, 0, oo))).doit()

# in SymPy lassen sich Integrale von unendlichen Summen derzeit
# noch nicht berechnen
integrate(Sum(x**k, (k, 0, 100)), x).doit()

##################################################

diff(1/(1-x), x)
integrate(1/(1-x), x)
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from sympy import diff, integrate, Sum, oo
from sympy.abc import x, k

diff (Sum(x**k, (k, 0, 00))).doit ()

# in SymPy lassen sich Integrale von unendlichen Summen derzeit
# noch nicht berechnen
integrate (Sum(x**k, (k, 0, 100)), x).doit ()

diff (1/(1-x), x)

integrate (1/(1-x), x)

o
Anmerkung: Interessieren wir uns fiir die Konvergenz einer Potenzreihe P(z) = Z a;z" fiir
=0

o0

ein bestimmtes z, so konnen wir stattdessen die Konvergenz der Reihe Z A; betrachten

=0

mit A; = a;2’. D.h. alle folgenden Kriterien fiir Reihen sind entsprechend auf Potenzreihen
iibertragbar.

S

Majorantenkriterium bzw. Vergleichskriterium

o0

Konvergiert die Reihe Zbi mit b; > 0 und qilt 0 < a; < b; Vi € IN, dann konvergiert

o
Z a; mit
i=0

=0

=0 =0

n
S, =Y _ a; ist monoton wachsend und besitzt die obere Schranke B.

Beispiel:

i=0
R
=0
S LS S
20 34
N T PR + _1+§:(1>Z
2:-2 2-2.2 2
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S Quotienten- oder d’Alembertsches Kriterium

Sei Zai eine Reihe mit a; > 0 fiir alle i und besitze die Folge B4 Jen Grenzwert G,
1=0 a;

dann konvergiert die Rethe fiir 0 < G < 1 bzw. dwergiert fiir G > 1. Fir G =1 ist keine

Aussage maglich.

Beispiel:

= 1

ONET

. Qi ) 1+ 1 Vi 3
lim — = lim — , -
i—oo i—oo 4/7 + 13t g
CovVi+11
= lim ———~
i—00 \/z 3

Viy/1+1/i
_ g VWL
. -1
= Jim 1+ 1ig

1

3

d.h. die Reihe konvergiert.

S Whurzelkriterium

Sei Zai eine Rethe mit a; > 0 und gibt es ein n, so daf$ \/a; < q <1 (q fest) fir alle
i=0
i >n, so ist die Reihe konvergent. Ist \/a; > 1 Vi > n, so ist sie divergent.

Beispiel:

(%)

=1

3
Mitg = 0.9: \7a_2-:g<0,9 fiir i>09

= Va;<qg=09 fir ¢ > n=4
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S Integralkriterium

Fir die Funktion f(x) gelte fir x > 1: f(x) > 0 und weiterhin sei sie monoton fallend.

Die Reihe Zf(z) konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral / f(x)dz
1

o i=1
existiert.
Beispiel:
il
i=1 @
Quotienten-Kriterium:
. Ay . < 1 >2
lim = lim (-
i—co @y i—oo \ 7 + 1
= 1

= keine Aussage moglich.

Integralkriterium:

o ] a
J e = i =]

. 1 1
= lim — [ — }

a—00 a 1
=1

= konvergent.

m Alle angefithrten Kriterien gehen von a; > 0 aus. Mittels der folgenden Sétze lassen
sich die Aussagen auf Fille mit a; < 0 iibertragen.

D FEine beliebige Rethe Zai heifst absolut konvergent, falls Z la;| konvergiert.

=0 =0

S Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. falls Z la;| konvergiert, so konver-
=0
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giert auch Z a;.
=0

S Leibniz-Kriterium

Die Zahlenfolge {a;} sei eine monoton fallende Folge mit dem Grenzwert 0 (lim a; = 0).
1—00

Dann konvergiert die alternierende Reihe

o0

Z(—l)laz = —a1+ax—as3+a4—az+ ...
i=1

Beispiel:
i(—l)i B 1+1 1+1
~ 0 2 3 4 7
= —In2=-0,69...

Mittels des Quotienten- bzw. Wurzelkriteriums lassen sich fiir Potenzreihen deren Kon-
vergenzradien bestimmen:

S Der Konvergenzradius p einer Potenzreihe Zai:vi ist durch den Grenzwert

=0
-1
p=fm o] b o= i (o)
gegeben.
Beispiel:
> (3z)
=0
L @3 .1 1
P = J%IWH = B3T3

S Innerhalb des durch den Konvergenzradius festgelegten Bereiches ldf$t sich eine Po-

tenzreihe differenzieren und integrieren, d.h. mit f(x) = Zaiaji gilt
i=0

flx) = D diaa™
=0
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’ o~ 1 i+1 '
bzw r)dr = — a;x’
[ e =[St
Beispiel:
f)=1t = o
xTr) = = T
-z =0
= l+a+2®+2°+... fir |z/<1
1

S Eine Funktion f(x)

a) sei in einem Intervall [a, b]

b) das Restglied R, (x) in der

e .
= > izt
i=0

= 1+4+20+322+422+ ...

um x = 0 beliebig oft differenzierbar,

Taylorschen Entwicklung verschwinde fiir n — oo

lim R,(z) =0

dann lafit sich die Funktion f(zx) in dem Intervall [a,b] durch eine Potenzreihe (Taylor-

reihe)

entwickeln.

f@) = 32O
=0 7°



Kapitel 4

Funktionen mehrerer Veranderlicher

4.1

D

Definition, Einfiihrung

Seien A und B zwei beliebige Mengen. Unter einer Funktion oder Abbildung f

von A nach B

f: A—B

versteht man eine Vorschrift, die jedem Element x € A genau ein Elementy € B zuordnet

fio—y=f(z)

A ist der Definitionsbereich der Funktion
B ist der Wertebereich der Funktion

e AC R und B C R: Funktion einer Verénderlichen (im bisherigen Sinn)

—

e A beliebig und B C IR": f ist eine vektorwertige Funktion

B fi(x)
flz) = :
fu(2)

Der Vektorpfeil iiber f wird im folgenden in der Regel weggelassen.

Die fi(x) (i =1,2,...,n) heien Koordinatenfunktionen.

e A C IR™ und B beliebig:

€

223
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Die Funktion

Tn,0
mit ; = x; fest gehalten, aufler z; = z; heifit partielle Funktion

¢ A C R und B C IR": Parameterdarstellung einer Kurve, z. B. 7(t), mit ¥ =
< Z ) Ortsvektor

YA

gY

L [ cost
"=\ sint
0<t<7/2
e ACIR",B C IR: Skalares Feld, z. B. : T'(7), mit T: Temperatur, 7 Ortsvektor

e ACIR" und B C IR": Vektorfeld, z. B. :

1 qr
Areq |7

EF) =

E: elektrisches Feld, ¢: Punktladung bei 7= 0

m Im folgenden in der Regel Einschriankung auf A ¢ IR* und B C IR, d.h. eine abhingige
Variable und zwei unabhéngige Variablen.

N

f: R —R
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R2> 7 =<$1>H+z:f<h>eﬂi
i) i)

alternative Notation

R? > 7 :<y>H+z:ﬂ@:f<y>eR

225

Darstellung von Funktionen:

Analytisch:
e explizit, z.B.:
2 = ax’+ bry + cy?
e implizit, z.B.:
0 = 2”4+ 2%+ ay

Graphisch:

Die folgende Beispiele fiir die graphische Darstellung einer Funktion z = f(x,y) zweier
Variablen verwendet die ideale Gasgleichung in der Form: p=T/V.

e 3D-Darstellung

p=T/V
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Wenn Sie das Tool Jupyter Notebook verwenden, fithren Sie diesen Befehl aus, um
interaktive Plots zu erhalten. Ansonsten kénnen Sie den Befehl ignorieren.

%matplotlib notebook

Der folgende Aufruf der Prozedur plot_wireframe liefert eine graphische Darstel-
lung fiir die Funktion f(z,y) = e~ @+ fiir den Bereich z,y € [—2,2]. Zusitz-
lich wird fiir den Punkt (z¢,v0) = (1,1) der Funktionswert dargestellt (schwarzer
Punkt).

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

def f(x, y):
return np.exp (- (x*x*2+y*%2))

x = np.full ((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
= np.transpose(np.full ((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30)))
z = np.zeros ((30, 30))

<

for i in range (30):
for j in range (30):
z[i, jl = £(x[i, j1, yli, 3D

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")

ax.set_x1lim([-2, 2])
ax.set_ylim ([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z,
label = r"$f(x, y)$", color = "red")

ax.plot ([11, [11, [£(1, 1],
label = r"$f(1, 1)$", color

"black", marker = "+")

ax.legend ()
plt.show ()

Eine Darstellung ohne einen ausgezeichneten Punkt:

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")




"""
Der folgende Aufruf der Prozedur plot_wireframe liefert eine graphische 
Darstellung fuer die Funktion f(x,y) = e^-(x^2+y^2) fuer den Bereich 
x, y ∈ [-2, 2]. Zusaetzlich wird fuer den Punkt (x0, y0) = (1, 1)
der Funktionswert dargestellt (schwarzer Punkt).
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np
 
def f(x, y):
    return np.exp(-(x**2+y**2))

x = np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
y = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30)))
z = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        z[i, j] = f(x[i, j], y[i, j])

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$", color = "red")
ax.plot([1], [1], [f(1, 1)], label = r"$f(1, 1)$", color = "black", marker = "+")

ax.legend()
plt.show()

"""
Eine Darstellung ohne einen ausgezeichneten Punkt:
"""

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$", color = "blue")

ax.legend()
plt.show()

"""
Analog kann auf den Funktionswert ein Farbverlauf angewendet werden (die
verschiedenen Bezeichnungen fuer Farbverlaeufe finden Sie in der
Matplotlib-Dokumentation):
"""

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_surface(x, y, z, cmap = "rainbow")

plt.show()

"""
Hier das ideale Gasgesetz p=T/V (in reduzierten Einheiten).
"""

T = np.full((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30))
V = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30)))
p = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        p[i, j] = T[i, j]/V[i, j]

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$T$")
ax.set_ylabel(r"$V$")
ax.set_zlabel(r"$p(T, V)$")

ax.set_xlim([0, 4])
ax.set_ylim([0, 4])
ax.set_zlim([0, 40])

ax.plot_surface(T, V, p, cmap = "winter")

plt.show()
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ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z,
label = r"$f(x, y)$", color = "blue")

ax.legend ()
plt.show ()

Analog kann auf den Funktionswert ein Farbverlauf angewendet werden (die ver-
schiedenen Bezeichnungen fiir Farbverldufe finden Sie in der Matplotlib-Dokumentation):

fig = plt.figure ()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")

ax.set_x1lim([-2, 2])
ax.set_ylim ([-2, 2])

ax.plot_surface(x, y, z, cmap = "rainbow")

plt.show ()

Hier das ideale Gasgesetz p = T'/V (in reduzierten Einheiten).

T = np.full ((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30))
np.transpose (np.full ((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30)))
p = np.zeros ((30, 30))

<
I

for i in range (30):
for j in range (30):
pli, jl1 = TLi, j1/VI[i, jl

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$T$")
ax.set_ylabel (r"$vg$")
ax.set_zlabel (r"$p(T, V)$")
ax.set_x1lim ([0, 4])
ax.set_ylim ([0, 4])
ax.set_zlim ([0, 40])

ax.plot_surface(T, V, p, cmap = "winter")

plt.show ()

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



228 4.1. Definition, Einfithrung

e Isolinien

p=T/V
T
5
3.75
25
1.25/
0 5 4 5 6V
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Eine Isoliniendarstellung f(z,y) = e~ @ +9°) liefert das folgende Beispiel, wobei der
Plotbereich auf z,y € [—2,2] und die Anzahl der Isolinien auf zehn festgelegt wurde.

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

def f(x, y):
return np.exp (- (x**2+y*x2))

x = np.full ((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
= np.transpose(np.full ((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30)))
z = np.zeros ((30, 30))

<

for i in range (30):
for j in range (30):
z[i, j1 = £(x[i, 31, y[i, jD)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$", color = "blue")
ax.contour(x, y, z, 10, colors = "red")
ax.contour(x, y, z, 10, colors = "red", offset = 0)




"""
Eine Isoliniendarstellung f(x, y) = e^-(x^2+y^2) liefert das folgende
Beispiel, wobei der Plotbereich auf x, y ∈ [-2, 2] und die Anzahl
der Isolinien auf zehn festgelegt wurde.
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

def f(x, y):
    return np.exp(-(x**2+y**2))

x = np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
y = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))) 
z = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        z[i, j] = f(x[i, j], y[i, j])

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$", color = "blue")
ax.contour(x, y, z, 10, colors = "red")
ax.contour(x, y, z, 10, colors = "red", offset = 0)

ax.legend()
plt.show()

"""
Im Vergleich eine einfache Isolinien-Darstellung ueber den Befehl 
contour:
"""

plt.xlabel(r"$x$")
plt.ylabel(r"$y$")

plt.axis([-2, 2, -2, 2])

plt.contour(x, y, z, 10)

plt.show()

"""
Das ideale Gasgesetz in der Isolinien-Darstellung:
"""

T = np.full((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30))
V = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30)))
p = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        p[i, j] = T[i, j]/V[i, j]

plt.xlabel(r"$T$")
plt.ylabel(r"$V$")

plt.axis([0, 4, 0, 4])

plt.contour(T, V, p, 40)

plt.show()
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ax.legend ()
plt.show ()

Im Vergleich eine einfache Isolinien-Darstellung iiber den Befehl contour:

plt.figure ()

plt.xlabel (r"$x$")
plt.ylabel (r"$y$")
plt.axis([-2, 2, -2, 2])

plt.contour(x, y, z, 10)

plt.show ()

Das ideale Gasgesetz in der Isolinien-Darstellung:

T = np.full ((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30))
V = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0.1, 4, 30)))
p = np.zeros ((30, 30))

for i in range (30):

for j in range (30):

pli, j1 = T[i, j1/VvI[i, jl

plt.figure ()
plt.xlabel (r"$T$")
plt.ylabel (r"$vV$")
plt.axis ([0, 4, 0, 41)
plt.contour (T, V, p, 40)

plt.show ()

o Partielle Funktionen
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Zur Darstellung partieller Funktionen stellt mathchem die Funktionen PLOT_PART _FUN_YO
und PLOT_PART _FUN_XO zur Verfiigung.

Hier zunéchst fiir die Gaussfunktion f(z,y) = e~ (@*+9) die partielle Funktion
f(z,yo) fiir festes y = yo = 0.2 sowie die partielle Funktion f(zo,y) fiir festes
r=1x9=—0.4:

from sympy import exp

from sympy.abc import x, y

from mathchem import PLOT_PART_FUN_YO
PLOT_PART_FUN_YO (exp (- (x**2+y**2)), 0.2, x, -2, 2, y, -2, 2)
from mathchem import PLOT_PART_FUN_XO
PLOT_PART_FUN_XO (exp (- (x**2+y**2)), -0.4, x, -2, 2, y, -2, 2)

Im Folgenden die reduzierte Form der van der Waals-Gleichung, wobei intern die
Variablen 7" und V' auf x und y umgesetzt werden.

from sympy.abc import T, V

PLOT_PART_FUN_YO ((8/3)*T/(V-1/3)-3/V*%x2,
1.0, T, 0.2, 2, V, 0.2, 2)

PLOT_PART_FUN_XO0 ((8/3)*T/(V-1/3)-3/V*%x2,
3.0, T, 1, 6, V, 1, 6)

e Kurvenscharen

Isothermen Isochoren 3
2.5
P \\\
2\\\
1.5 \ E\
\\
1\\\ :::“~::::::
I~ ~\\:::\~§:::
0.5 I e
—
0 1 2 3 4



"""
Zur Darstellung partieller Funktionen stellt mathchem die
Funktionen PLOT_PART_FUN_Y0 und PLOT_PART_FUN_X0 
zur Verfuegung.

Hier zunaechst fuer die Gaussfunktion  f(x,y) = e^-(x^2+y^2)
die partielle Funktion f(x, y0) fuer festes y = y0 = 0.2 sowie  
die partielle Funktion f(x0, y) fuer festes x = x0 = -0.4:
"""

from sympy import exp
from sympy.abc import x, y
from mathchem import PLOT_PART_FUN_Y0

PLOT_PART_FUN_Y0(exp(-(x**2+y**2)), 0.2, x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

from mathchem import PLOT_PART_FUN_X0

PLOT_PART_FUN_X0(exp(-(x**2+y**2)), -0.4, x, -2, 2, y, -2, 2)

"""
Im Folgenden die reduzierte Form der van der Waals-Gleichung, 
wobei intern die Variablen T und V auf x und y umgesetzt werden.
"""

from sympy.abc import T, V

PLOT_PART_FUN_Y0((8/3)*T/(V-1/3)-3/V**2, 1.0, T, 0.2, 2, V, 0.2, 2)

##################################################

PLOT_PART_FUN_X0((8/3)*T/(V-1/3)-3/V**2, 3.0, T, 1, 6, V, 1, 6)
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o Vektorfelder

Feldlinien

u
XX
AR AR ER

i N
Vektorpfeile
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Darstellung eines Gradientenfeldes und der Rotation eines Vektorfeldes mit der Proze-
dur PLOT_vec_xyz des mathchem-Moduls (Néheres zu Gradientenfeldern und Rotation an
spéterer Stelle):

from sympy.abc import u, v, w
from mathchem import PLOT_vec_xyz

def f(u, v, w):
return [-v*0.2, u*0.2, wx0.000000000001]

PLOT_vec_xyz(f(u, v, w), u, -4, 4, v, -4, 4, w, -4, 4)

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



"""
Darstellung eines Gradientenfeldes und der Rotation eines Vektorfeldes
mit der Prozedur PLOT_vec_xyz des mathchem-Moduls
(Naeheres zu Gradientenfeldern und Rotation an spaeterer Stelle):
"""

from sympy.abc import u, v, w
from mathchem import PLOT_vec_xyz

def f(u, v, w):
    return [-v*0.2, u*0.2, w*0.000000000001]

PLOT_vec_xyz(f(u, v, w), u, -4, 4, v, -4, 4, w, -4, 4)

##################################################

from sympy.abc import x, y, z

def g(x, y, z):
    return [i/(x**2+y**2+z**2)**(1/2) for i in [x, y, z]]

PLOT_vec_xyz(g(x, y, z), x, -4, 4, y, -4, 4, z, -4, 4)
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from sympy.abc import x, y, z

def g(x, y, z):
return [i/(x**2+y**2+z*x2)**x(1/2) for i in [x, y, z]]

PLOT_vec_xyz(g(x, y, z), x, -4, 4, y, -4, 4, z, -4, 4)




KAPITEL 4. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 233

4.2 Der Begriff der Stetigkeit

D Fine Funktion heifit stetig im Punkt o € A, wenn es zu jedem € > 0 ein d(€) > 0
qibt, so daf$ aus

¥ —Zgl <6 V xz€A
die Figenschaft
|f(@) = f(Zo)| <€

folgt.

fwo) [ 1 I

81

Zo

20(€)

S Fiir eine vektorwertige Funktion f(f) folgt aus der Stetigkeit jeder einzelnen Koor-

—

0
dinatenfunktion f;(Z) die Stetigkeit von f(Z).

m Fiir die Stetigkeit einer Funktion ist die Stetigkeit ihrer partiellen Funktionen nicht
hinreichend!

Beispiel:
x B Ty
f < Y ) T2 +y2
f Zo _ Toly
Ny g+ y?
o =0=
Oy
p— p— O
Ty 0+ y?
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d.h. die partielle Funktion ist stetig, jedoch gilt

0 . €€ 1
f<o> - Mere Ty

Damit ist f nicht stetig, d. h. der Grenzwert f(0) ist wegabhéingig.

Yk
r=y==¢
T 1
%7
f(y> 2
| -
T = z

CAS-Beispiel | @

Untersuchen Sie mit folgendem Aufruf die Funktion f(x,y) = x;iyyz auf Stetigkeit:

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

def f(x, y):
return x*y/(x*x*2+y**2)

x = np.full((30, 30), np.linspace(-1, 1, 30))
y = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(-1, 1, 30)))
z = np.zeros ((30, 30))

for i in range (30):
for j in range (30):
z[i, jl = f£(x[i, j1, y[i, j1)

yoO = 0
VX np.linspace(-1, 1, 30)
vy yo

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")




"""
Untersuchen Sie mit folgendem Aufruf die Funktion
f(x, y) = (x y)/(x^2+y^2)
auf Stetigkeit:
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np
  
def f(x, y):
    return x*y/(x**2+y**2)

x = np.full((30, 30), np.linspace(-1, 1, 30))
y = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(-1, 1, 30)))
z = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        z[i, j] = f(x[i, j], y[i, j])

y0 = 0
vx = np.linspace(-1, 1, 30)
vy = y0

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim([-1, 1])
ax.set_ylim([-1, 1])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$", color = "lime", linewidth = 0.5)

ax.plot(vx, vx, np.full(30, 0.5), label = r"$f(z)$", 
    color = "red", linewidth = 3.0)
ax.plot(vx, np.full(30, vy), np.full(30, 0), label = r"$f(z)$", 
    color = "blue", linewidth = 3.0)

ax.legend()
plt.show()
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ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")

ax.set_x1lim([-1, 11)
ax.set_ylim([-1, 1])

ax.plot_wireframe(x, y, z, label = r"$f(x, y)$",
color = "lime", linewidth = 0.5)

ax.plot(vx, vx, np.full(30, 0.5), label = r"$£(z)$",
color = "red", linewidth = 3.0)

color "blue", linewidth = 3.0)

ax.legend ()
plt.show ()

ax.plot(vx, np.full(30, vy), np.full(30, 0), label = r"$£(z)$",
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4.3 Mehrdimensionale Differentialrechnung

4.3.1 Differenzierbarkeit

D Die Funktion f: A C R™ — B C IR" heifit differenzierbar im Punkt ¥ € A,

wenn es eine lineare Abbildung, reprdsentiert durch eine n x m Matriz J gibt, so dafs:

—,
=L
_I_
>
2
|
—
2

) - JAF

en=m=1,dh: ACR, BCR

y = f(x)

= lim f(x+A$)_f<x)—J’ =0
Az—0 Az
Az) —
fim R =g

= Die Matrix J héngt im Allgemeinen von z ab!

en=1m=2 dh: ACR?) BCR
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L 2= f(D)

<y

Zo

J ist nun eine Matrix der Form J = (Ji, Jiy).
Die Matrixelemente geben die Steigung der Ebene an, wenn man in die z- bzw.
y-Richtung geht.

D.h. die obige Definition sagt, dal es eine Tangentialebene am Punkt 7, geben
mufl und diese eindeutig ist.

J
.
)

oSS
S
% " G 15
/’% f>?>‘/ < ; ‘/‘/\ 1.25 ’

o
%
%

s
X

9
X
\/
05
%
5%4
5
X
¥

S
‘,o,;’
7
5
ﬂ,\'/

¢

X\
X
&
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4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung
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Der folgende Aufruf liefert fiir f(x,y) = e~ (@+%°) die Tangentialebene am Punkt (x0,%0) =
(0.2,0.3) und stellt das Ergebnis fiir den Plotbereich z,y € [0, 1.5] dar:

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np
from sympy import exp,
from sympy.abc import x,

diff
y

def f(x, y):
return exp (- (x**2+y**2))

x0

0.2
yO = 0.3

def fx(x1,
return

yi1):

diff (f(x, x).subs(x, x1).

¥,

fx(x0, yO0)

subs (y, y1)

def fy(x1,
return

yi1):

diff (f(x, y).subs (x, x1).

¥,

fy(x0, y0)

subs (y, y1)

def z(x, y):

return fx(x0, y0)*x(x-x0) + fy(x0, y0O)*(y-y0) + £(x0, yO)
xrange = np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30))
yrange = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30)))
fvalues = np.zeros ((30, 30))
zvalues = np.zeros ((30, 30))
for i in range (30):
for j in range (30):
fvalues[i, j] = f(xrangeli, jl, yrangeli, j1)
zvalues [i, j] = z(xrangeli, j], yrangeli, jl)
fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")
ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$z$")
ax.set_xlim ([0, 1.5])
ax.set_ylim ([0, 1.5])
ax.plot_wireframe (xrange, yrange, fvalues,
label = r"$f(x, y)$", color = "red")
ax.plot_wireframe (xrange, yrange, zvalues,




"""
Der folgende Aufruf liefert fuer f(x, y) = e^-(x^2+y^2) die
Tangentialebene am Punkt (x0, y0) = (0.2, 0.3) und stellt
das Ergebnis fuer den Plotbereich x, y ∈ [0, 1.5] dar:
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np
from sympy import exp, diff
from sympy.abc import x, y

def f(x, y):
    return exp(-(x**2+y**2))

x0 = 0.2
y0 = 0.3

def fx(x1, y1):
    return diff(f(x, y), x).subs(x, x1).subs(y, y1)

fx(x0, y0)

def fy(x1, y1):
    return diff(f(x, y), y).subs(x, x1).subs(y, y1)

fy(x0, y0)

def z(x, y):
    return fx(x0, y0)*(x-x0) + fy(x0, y0)*(y-y0) + f(x0, y0)

xrange = np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30))
yrange = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30)))
fvalues = np.zeros((30, 30))
zvalues = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])
        zvalues[i, j] = z(xrange[i, j], yrange[i, j])

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$z$")

ax.set_xlim([0, 1.5])
ax.set_ylim([0, 1.5])

ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "red")
ax.plot_wireframe(xrange, yrange, zvalues, label = r"$z(x, y)$", color = "lime")
ax.plot([x0], [y0], [f(x0, y0)], label = r"$f(x_0, y_0)$", color = "blue",
    marker = "+")

ax.legend()
plt.show()
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label = r"$z(x, y)$", color = "lime")
ax.plot ([x0], [y0l, [£(x0, y0)], label = r"$f(x_0, y_0)$",
color = "blue", marker = "+")

ax.legend ()
plt.show ()

4.3.2 Partielle Ableitungen

Welche Bedeutung haben die Matrixelemente von .J?

vA f(@) = (@ + AF)
¥
27 : AT
% $\f(fo)
r

f(@o+ A7) % f(Z) + JAT
- s+ e ) (3

= J(@) + (i Ty) ( ; ) Az + (Jiu Jy) ( ; ) Ay

= f(fO) + (Jlaz le)ngl' + (le le)gyAy
= f([fo) + JlmAl‘ + leAy

Speziell: Ay =0

f(w)=f<x0 x) e f(IO)HMM
Yo Yo
J1. ist offensichtlich die 1. Ableitung der partiellen Funktion f ( ; ) nach x, d.h.
0

d x
Jlac_dxf<y0>
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Entsprechend gilt:

d x
le:dyf< y0>

m Damit wird deutlich, dafl die Matrix J im Allgemeinen vom Aufpunkt ¥y abhingt

D Der Ausdruck

wird als partielle Ableitung 1. Ordnung der Koordinatenfunktion f; nach der j-ten
Variablen x; im Punkt T bezeichnet.

Die Matrix
ofh ... Of
Oz O0Tm
J =1 :
o1 OTm

wird als Jacobimatrix oder Funktionalmatrix bezeichnet.

N

9f =0,f = f, usw.
Ox

Partielle Ableitung 8%]”(1’, Yo):
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Der folgende Aufruf stellt die partielle Funktion f(z, 1) zur Funktion f(z,y) = e~ @ +v*)
fiir den Plotbereich dar.
Zusitzlich wird die Tangente der partiellen Funktion fiir den Punkt (0.3, 0.3) gezeigt.

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

from sympy import exp, diff

from sympy.abc import x, y

def f(x, y):
return exp (- (x**2+y**2))

def dfdx(xi, yi):
return diff (f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

def dfdy(xi, yi):
return diff (f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

x0 = 0.3

y0 = 0.3

z0 = f(x0, yO0)

dfdx0 = dfdx(x0, y0)

xrange = np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30))
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"""
Der folgende Aufruf stellt die partielle Funktion
f(x, y0) zur Funktion f(x, y)= e^-(x^2+y^2) fuer den Plotbereich
dar.
Zusaetzlich wird die Tangente der partiellen Funktion fuer den
Punkt (0.3, 0.3) gezeigt.
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np
from sympy import exp, diff
from sympy.abc import x, y

def f(x, y):
    return exp(-(x**2+y**2))

def dfdx(xi, yi):
    return diff(f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

def dfdy(xi, yi):
    return diff(f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

x0 = 0.3
y0 = 0.3
z0 = f(x0, y0)
dfdx0 = dfdx(x0, y0)

xrange = np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30))
yrange = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(0, 1.5, 30)))
fvalues = np.zeros((30 ,30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

tx = np.linspace(0, 1.5, 30)
ty = y0
tz = [z0 + dfdx0*(t-x0) for t in tx]

vx = np.linspace(0, 1.5, 30)
vy = y0
vz = [f(v, vy) for v in vx]

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

ax.set_xlim(0, 1.5)
ax.set_ylim(0, 1.5)

ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, color = "lime", linewidth = 0.5, label = r"$f(x, y)$")
ax.plot([x0], [y0], z0, color = "black", marker = "+", linewidth = 3.0, label = r"$f(x_0, y_0)$")
ax.plot(vx, np.full(30, vy), vz, color = "red", linewidth = 3.0, label = r"$f(x, y_0)$")
ax.plot(tx, np.full(30, ty), tz, color = "blue", label = r"$f_x(x_0, y_0)$")

ax.legend()
plt.show()

"""
Das mit dem Skript bereitgestellte Modul  mathchem  bietet
vorgenanntes   Beispiel   in   einer   komfortableren   Form an  --  der
UeUbersichtlichkeit halber wird die Tangentialebene hier nicht abgebildet.
Spielen  Sie  mit  selbst  gewaehlten Funktionen und verschaffen Sie sich
einen Ueberblick.
"""

from mathchem import PLOT_A
  
PLOT_A(exp(-(x**2+y**2)), 0.3, 0.3, x, -2, 2, y, -2, 2)
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4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

np.transpose (np.full ((30, 3

np.zeros ((30 ,30))

yrange
fvalues

for i in range (30):
for j in range (30):
fvalues[i, j]

f (xrange[1i,

np.linspace (0, 1 30)

yO
[z0 + dfdx0*x(t-x0) for t in tx]

0B ¢
ty =
tz
1

VX 30)

vy =
vz

np.linspace (0, .5,

yO

[f(v, vy) for v in vx]

plt.figure ()
fig.add_subplot (111,

fig
ax

projection
ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$f(x, y)$")
1
1

.5)
.5)

.set_x1im (0,
.set_ylim (O,

ax
ax
ax.plot_wireframe (xrange, yrange,
color "lime", linewidth 0.5,
.scatter ([x0], [yO0], =0,
color "black", label
plot (vx, np.full(30, vy),
color "red", linewidth
plot (tx, np.full(30, ty),
color "blue", label

ax

r"$f (x_
vz,
3.0,
B3 o

ax.

ax.

ax.legend ()
plt.show ()

O)!

j]:

fvalues,
label

0,

label

r"$f_x(x_0,

np.linspace (0, 1.5, 30)))

i

yrange [1i,

Il3dl|)

r"$f(x, y)$")
y_0)$")
= r"$f(x, y_0)$")

y_0)$")

Das mit dem Skript bereitgestellte Modul mathchem bietet vorgenanntes Beispiel in einer
komfortableren Form an — der Ubersichtlichkeit halber wird die Tangentialebene hier
nicht abgebildet. Spielen Sie mit selbst gewéhlten Funktionen und verschaffen Sie sich

einen Uberblick.

from mathchem import PLOT_A

PLOT_A (exp (- (x**2+y**2)), 0.3, 0.3,

X,

2)

_2, 2: Yo _2’

Partielle Ableitung (%f(:co, NE
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‘ CAS-Beispiel | @

|
Die Prozedur PLOT B des mathchem-Moduls stellt im Gegensatz zu PLOT_A die Funktion
f(z,y), beide partielle Funktionen f(x, 1) und f(xg,y) sowie die Tangentialebene dar.

from sympy import exp
from sympy.abc import x, y
from mathchem import PLOT_B

PLOT_B(exp (-(x*x*2+y*x*2)), 0.3, 0.3, x, -2, 2, y, -2, 2)

0 0

Hat man speziell n = 1 so hat J die Gestalt J = (a—%1 B ).

Statt dessen laBt sich ein Spaltenvektor grad f einfithren, mit

gradfzﬁf = : = Jr
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"""
Die Prozedur PLOT_B des mathchem-Moduls stellt im
Gegensatz zu PLOT_A die Funktion f(x, y), beide partielle
Funktionen f(x, y0) und f(x0, y) sowie die Tangentialebene dar.
"""

from sympy import exp
from sympy.abc import x, y
from mathchem import PLOT_B

PLOT_B(exp(-(x**2+y**2)), x, y, 0.3, 0.3, -2, 2, -2, 2)
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D \Y f wird als Gradient von f bezeichnet.

<
I

ist der Nabla-Operator (Differentialoperator).

Wirkt V auf eine skalare Funktion f(Z) mit ¥ € R™, so entsteht ein Vektor in R™ —
der Gradient von f(¥) — der in Richtung der stirksten Anderung von f(Z) weist. Seine
Lénge ist ein Ma$ fiir die Anderung der Funktion f(Z).

Beispiel:
\./
(0
/_T\

az?® + by?

- 2ax
SV - ( e )



KAPITEL 4. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 245

Hat V' die Bedeutung einer potentiellen Energie, so hat F=-VV die Bedeutung einer
Kraft.

CAS-Beispiel | @

Die folgenden Operationen erzeugen fiir die Funktion f(z,y) = e~ (@49 das Gradienten-
feld fiir den Plotbereich z € [-2,2] und y € [-2,2]. Berechnung des Gradienten:

from sympy import exp, diff
from sympy.abc import x, y

def f(x, y):
return exp (- (x**2+y**2))

grad = [diff(f(x, y), x), diff(f(x, y), y)l
grad

Jetzt wird das Modul Matplotlib zur Verfiigung gestellt und das Vektorfeld konstruiert:

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from itertools import product

import numpy as np

coord = [k for k in range(-2, 3)]
points2d = list(map(list, product(coord, coord)))

X = np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
np.transpose (np.full ((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30)))
Z = np.zeros ((30, 30))

=<
]

for i in range (30):
for j in range (30):
zZ[i, jl = £X[i, j1, Y[i, j1)
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"""
Die folgenden Operationen erzeugen fuer die 
Funktion f(x, y) = e^-(x^2+y^2) das Gradientenfeld 
fuer den Plotbereich x ∈ [-2, 2] und y ∈ [-2, 2]. 

Berechnung des Gradienten:
"""

from sympy import exp, diff
from sympy.abc import x, y

def f(x, y):
    return exp(-(x**2+y**2))

grad = [diff(f(x, y), x), diff(f(x, y), y)]
grad

"""
Jetzt wird das Modul Matplotlib zur Verfuegung gestellt und das
Vektorfeld konstruiert:
"""

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from itertools import product
import numpy as np

coord = [k for k in range(-2, 3)]
points2d = list(map(list, product(coord, coord)))

X = np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30))
Y = np.transpose(np.full((30, 30), np.linspace(-2, 2, 30)))
Z = np.zeros((30, 30))

for i in range(30):
    for j in range(30):
        Z[i, j] = f(X[i, j], Y[i, j])

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

ax.set_xlabel(r"$x$")
ax.set_ylabel(r"$y$")
ax.set_zlabel(r"$z$")

ax.set_xlim([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 2])

ax.plot_wireframe(X, Y, Z, color = "blue")

for k in points2d:
    ax.quiver(k[0], k[1], 0, grad[0].subs(x, k[0]).subs(y, k[1]), 
        grad[1].subs(x, k[0]).subs(y, k[1]), 0, color = "red")

plt.show()

"""
Das mit dem Skript bereitgestellte Modul mathchem bietet
vorgenanntes Beispiel in einer komfortableren Form an -- spielen Sie mit
selbst gewaehlten Funktionen und verschaffen Sie sich einen
Ueberblick.
"""

from mathchem import PLOT_D

PLOT_D(exp(-(x**2+y**2)), x, -2, 2, y, -2, 2)
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fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection = "3d")

ax.set_xlabel (r"$x$")
ax.set_ylabel (r"$y$")
ax.set_zlabel (r"$z$")

ax.set_x1lim ([-2, 2])
ax.set_ylim([-2, 21)

ax.plot_wireframe (X, Y, Z, color = "blue")
[ax.quiver (k[0], k[1], O, grad[O].subs(x, k[0]).subs(y, k[1]),

grad[1].subs(x, k[0]).subs(y, k[1]), O, color = "red")
for k in points2d]

plt.show ()

Das mit dem Skript bereitgestellte Modul mathchem bietet vorgenanntes Beispiel in einer
komfortableren Form an — spielen Sie mit selbst gewéhlten Funktionen und verschaffen
Sie sich einen Uberblick.

from mathchem import PLOT_D

PLOT_D (exp (- (x**2+y**2)), x, -2, 2, y, -2, 2)

4.3.3 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung entstehen durch partielles Differenzieren einer
partiellen Ableitung:

o (ory_Pr_ o (o _ #
ox \ox) 0z ™ oy\ox)  Oyox V"
o (or\ _os_ o for| _ar
oy\oy) oy % ox \dy)  oxoy "

Usw. gemischte Ableitungen

Es stellt sich jetzt noch die Frage, ob gilt:
ﬁw = ﬂm

S Satz von Schwarz

Sind die partiellen Ableitungen n-ter Ordnung einer Funktion f stetig im Bereich A, so
st die Rethenfolge der Differentiation mindestens bis n-ter Ordnung vertauschbar.

Beispiel:
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n=3:

f xy T f yx
fxzy = fxyz = fyxm
7& fxyy = fya:y = fyyac

4.3.4 Extremwerte

D

Falls in einem Bereich fiir jedes ¥ mit 0 < | — Zy| < § die Beziehung

f(@) = f(Zo) <0 bzw.  f(Z) = f(Zo) >0

gilt, so bezeichnet man %y als ein lokales (relatives) Maximum bzw. Minimum.

S

f(&) sei eine differenzierbare Funktion. Notwendige Bedingung fir das Auftreten

eines Mazimums/Minimums ist das Verschwinden des Gradienten ﬁf =0, d.h. die Tan-
gentialebene mufl horizontal verlaufen.

D

FEin Punkt ¥ € A heif§it stationdr oder kritisch falls

ViE) = 0
of .
d. h. or, 0 Vi

Die Tatsache, dal ein Punkt kritisch ist, ist jedoch nicht ausreichend dafiir, dafl er ein
Minimum/Maximum ist.

S

Taylorreihe

Fiir eine Funktion zweier Verdnderlicher gilt:

f@@+AT) = f@)+ fode+ f,0y
1
+ g [Fre2 260 Az Ay + £y Ay

+ 31' {fzmAx?’ + ...+ fyyyAyg}

1
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248 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

falls die entsprechenden partiellen Ableitungen existieren.

Fiir einen kritischen Punkt Z, gilt (V f(Zy) = 0):

- o - 1
f@+AT) = f(@0) + 5 [felt® + 2L, Ar iy + fr, Ay?] + Ry

12

1
2fxx

Annahme:

f:cxfyy_ y2:L’ > 0
d.h.  Signum(f,,) = Signum(fy,,)

Falls fyo > 0,f,, > 0:
f(Zo + AZ) > f(Zp) d.h. Minimum
Falls fz. <0,f,, <O0:

f(@o + AZ) < f(7p) d.h. Maximum

Annahme:

fmtfyy_ y2x < 0

>
f(Zo + AZ) < f(Zy) d.h. Sattelpunkt moglich

Alle iibrigen Fille liegen komplizierter.
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1 Maximum
Sattelpunkt /,’,";q‘;\\
, 411 N
AN
777 //
MM@%””"I'I//I’III’,"’Q’&&“&“
22 RN // &z ==
0 e S S NN\t Iy e S S SN
N e~
NN\
05 | Nwetis—=4
Minimum
-1 A

CAS-Beispiel | @

|
Identifizieren Sie fiir die folgenden Funktionen kritische Punkte, Minima, Maxima sowie
Sattelpunkte. Nutzen Sie das Modul mathchem.

from sympy.abc import x, y
from mathchem import PLOT_A, PLOT_C, PLOT_D

def f(x, y):
return Xx**2+y**x2

PLOT_A(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

PLOT_D(f(x, y), x, -2, 2, y, -2, 2)

PLOT_C(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

from sympy import exp, sin, cos

def f(x, y):
return exp (- (x**2+y**2))*sin (4*x)*cos (2%xx)

PLOT_A(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)
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Identifizieren Sie fuer die folgenden Funktionen kritische Punkte,
Minima, Maxima sowie Sattelpunkte. Nutzen Sie das Modul mathchem.
"""

from sympy.abc import x, y
from mathchem import PLOT_A, PLOT_C, PLOT_D
  
def f(x, y):
    return x**2+y**2

PLOT_A(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

PLOT_D(f(x, y), x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

PLOT_C(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

from sympy import exp, sin, cos

def f(x, y):
    return exp(-(x**2+y**2))*sin(4*x)*cos(2*x)

PLOT_A(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

PLOT_D(f(x, y), x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

def f(x, y):
    return sin(x)*cos(y)

PLOT_A(f(x, y), 1, 1, x, -2, 2, y, -2, 2)

##################################################

PLOT_D(f(x, y), x, -2, 2, y, -2, 2)
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4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

PLOT_D (f (x,

2)

def f(x,
return sin(x)*cos (y)

PLOT_A(f(x, y),

Vo =B, 2)

PLOT_D (f (x,

2)
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4.3.5 Kettenregeln fiir die partielle Differentiation

F(t) = f(Z(t) = f(91(t), @2(F), - ., Pn(t))

CcRR AcCTR" B CIR

S Die Funktion f : A C R" — B mit ¥ — f(¥) sei stetig partiell differenzierbar.

¢1, - .., On seien in D differenzierbare Funktionen D — A mit Z(t) = (¢1(t), ..., on(t))
e AvteC.

Dann ist die Funktion

Fr. ¢C—B
t— F(t) = f(@(t) = f(¢1(D), ..., Pn(l))

differenzierbar in C' und fir die Ableitung F'(t) gilt:

Py = i Frl@1(0), -, 6a (D)1

B T) deps(t)
e Z 8931 dt

Beispiel:
Temperatur Ort
T = T()
x(t)
ro=7t) = (y(t) )
z(t)
t Zeit
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252 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

or de 0T dy 0T dz

dT — — —

T = Ox dt + Oy dt * 0z dt

— T T T
Anderung der Temperatur mit Geschwindigkeit in z,y, 2 — Richtung

der Zeit t langs des Weges 7(t)
= Tyv,+Tyv,+T, v,

VT -7
T(r)
r(t)
B Firn=2:
AF F(t+At)— F(t)
At t+At—t
_ S+ AL, y(t+ At)) — f(z(E), (1))
At
_ S+ A, y(@t) — fz(t), y(t))
At
[t + At), y(t + At)) — fz(t + At),y(t))
+ Al
_ S+ AL, y(@) — f(e(t), y(t) x(t + At) — x(t)
z(t + At) — x(t) At
O Q2
N [t + A, y(t + At)) — flz(t + At),y(t) y(t + Al) —y(t)
y(t + At) — y(t) At
QS Q4

AF dF
Grenzwertbetrachtung: Ahtmo A S @ F’
4>

of (x(t),y(?))
or

/
T

Q1 —

d
Q2 — ’

==
fla(t + At), y(t + At)) — f(x(t + At), y(1))

Qs — Ay
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strebt gegen
Of (x(t),y(t))
y

d
Qs — d*i:y/

fir At—=0

F(uv U) = f<¢(u7v)>¢(uv U))

S Die Funktion f: A — B mit (z,y) — f(x,y) sei stetig partiell differenzierbar. Die
Funktionen

¢ (u,v) — d(u,v)
v (u,v) — Y(u,v) w,v €D

besitzen partielle Ableitungen ¢, ¢y, Y, und 1, in D. Weiterhin gelte:
(z,y) = (o(u,v),d(u,v)) €A V(u,v)eCCD

Dann besitzt auch die Funktion

¢ — B
F: — F(u,v) = f(¢(u,v),¥(u,v))
in C' partielle Ableitungen F,, F, mit

Fu(u,v) = fo(d(u,v), ¥ (u,v))gu(u,v) + fy(o(u,v), ¥ (u, v))h(u, v)
OF 05 90 0f 0v
ou Or Ou Oy Ou

Fv(“a”) = fz(gzﬁ(u,v),w(u,v))qﬁv(u,v) + fy(qﬁ(u,v),@/)(u,v))z/zv(u,v)
oF _ 9] 00 0f o
v dxr Jv Oy Ov
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B

Beispiel:

Anwendung des letzten Satzes auf die partiellen Funktionen.

Ubergang von einem Koordinatensystem in ein zweites.

Transformation: x = r cos ¢

Direktes Ableiten von F:

Sisph
|

karte
|

; y=rsing

S 3 w8

OF

or
oF

99

polar

<
~oy
VAN

x
-,
N
/
/‘\/

cos ¢
—r sin ¢
sin ¢

r COS ¢

C @ +y%)

£ 9
y(r,9)
C ea(r2 cos? p+r2 sin? ¢)

CeOéT‘2

2
2arC' e
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Ableiten mit obigen Beziehungen:

or _ 0fox  ofoy

or Ox Or Oy Or
= 22aC @) cos ¢ + 2yaC e ¥ ) sin ¢
= 2aC @+ [z cos ¢ + ysin @]
= 200 @) {r cos? ¢ + rsin? gb}

2
= 2arC e

oF _ ojor ofoy
10L0) drdp Oy 0
= 2zaC @) (—rsin ¢) + 2yaC @) (r cos ¢)
20rC ™ [~z sin ¢ + y cos ¢]
= 2arC e [—7 cos ¢ sin ¢ + 7 sin ¢ cos ¢
=0

Wechsel der Variablen

X f
(8

(7). = (@), (0).~ (3). (@),

mit x = 2’/

oF o1\ . (o) (o

oz ) ox y dy ), \oz)
Meist (z.B. Atkins, Physikalische Chemie) wird in der Notation nicht zwischen den beiden
Funktionen F' und f unterschieden.

Beispiel: innere Energie
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256 4.3. Mehrdimensionale Differentialrechnung

Up,V) Up,T)
Ulp.T)
U(p,V ,
Energie
ideales
Gasgesetz
ideales Gas:
3 .
Up,T)= iRT mit pV = RT
3 ov RT 1%
Up,V)==pV () — - __
#.V) 2 op ) P P

(), = (3). (), (5,
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4.4 Mehrdimensionale Integralrechnung

4.4.1 Differentialformen

D Fiir beliebige Funktionen fi(Z), ..., fu(Z) heifit der Ausdruck

f1 (f)d.fl + f2(f)dl’2 4+ ...+ fn($)d$n

eine Differentialform.

D Erfillen die f;(Z¥) einer Differentialform die Bedingung:

of, _ of,
al'j 8332

Vi, j

so spricht man von einer exakten Differentialform.

D Die Funktion F(Z) heifst Stammfunktion der n Funktionen f;(¥) (i = 1,...,n),
wenn gilt:

. oF L :
F, (%) = ax(x):fl(x) Vi=1,...,n

D Besitzt ein exaktes Differential eine Stammfunktion F(X), so spricht man vom
vollstindigen oder totalen Differential
OF OF
dFf = —d
o, Tt ox,

" OF

i=1

dz,

Beispiel: (ideales Gas — 1 mol)

Entropie:
S(T,V) = CylnT+RInV
Differentialform : dS = C;YdT + idV
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258 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Es gilt:

Es existiert eine Stammfunktion:
S(T,V) = CylnT+RlnV

Damit liegt ein vollstdndiges Differential vor d.h. die Differentialform ist exakt.
Innere Energie:

dU = 6Q + oW
dU = 6Q — pdV
= 0 = dU+pdV  Wirmeumsatz

= fdU + fodV
df1 dfs dp
— = = t.
v =0 Gy Ty ot #0
1 3
D VR U 2R
2 12
T = - = —=
R 3U = p V3U
12
= gg = 73 d.h. 6Q ist nicht exakt

Bedeutung:

dF gibt in 1. Ordnung die Anderung der Funktion F(Z) wenn sich die unabhingigen
Variablen x; um dx; &ndern.

Anwendung;:

a) Lineare Approximation

Analog zur linearen Approximation von Funktion einer Verénderlicher: in der Néhe
von Ty gibt der Ausdruck

i@ = f<fo>+(fo><x—xo>+§§<fo><y—yo>

eine Ndherung fiir den Verlauf der Funktion f(Z) = Tangentialebene.

b) Fehlerrechnung

of of

dz,
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z = f(Z) sei eine MeBgrofle, die von MeBgroBen x; mit einem MeBfehler Ax; abhéngt.

Eine Abschitzung fiir den ”Mefifehler” Af von f gibt:

(91:1 81’2
Beispiel:
f—=R x,—>U x9—1
U
=7
R =7 I
L Q § 1
1
& <
U
[l hd
a N
U
1 U
AR — [AU‘ + pAI‘

4.4.2 Wegintegrale (2. Art)

A

f(z,y)

BCR

Az
S Sei f eine stetige Funktion A 5B mit (x,y) — f(x,y) und C' : y = ¢(x), a
eine stiickweise stetige Kurve mit eindeutigem Durchlaufsinn, wobei (x,$(x))

a<z<bh.

© H. Ebert, 13. Ausgabe — WS 2019/20— CAS Python edition



260 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Teilt man die Kurve C in n Intervalle As; mit zugehorigem Intervall Az; (i =1,...,n)
lings der x— Achse, so strebt die Summe

En:f(%yz' = ¢(zi)) Az,

=1

mit (z;) den Mittelpunkten der Intervalle i fiir n — oo einem Grenzwert zu:

T}ggltox“ ;) Az, /fxy

den man als Wegintegral (2. Art) der Funktion f(x,y) dber die Projektion auf die
x—Achse fiir die Kurve bzw. den Weg C bezeichnet. Entsprechendes gilt fiir das Integral

[ flay)dy

D Als Wegintegral allgemeiner Art dber den Weg C' wird die Summe

[ fiemde+ [ folav)dy

(in der Ebene), bzw.
/fl(fE,y,Z)dZL‘—F/ fQ(Iayaz)dy+/ f3(l‘,y,Z)dZ
c c c

(im Raum) bezeichnet.

Beispiel:

Cy
Gy

o=
N———
Sy

3L
I
N

flzy)=z—y  flzy)=z+y
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parametrisierte Darstellung des Weges
Weg Ci:

= qly)=1-y 0<y<1
= YPi(x)=1—2 0<z<1

/Cl(m—y)dx+/01(x+y)dy
- /10(90—(1—x))dx—|—/01(1—y+y)dy
- /10(2x—1)dx+/01dy

= [o* =], + Il

— (0-0)—(1-1)+(1-0)—(0—0)

Alternativ: Parametrisierung des Weges:

8
|
-
[y
=
|
»n =
|
VA
—
)
N
VA
AN
—_

—y)d —I—/ +y)d

/Cl(x y)dx Cl(x y)dy
= 1—s—s)z'ds+ 1—s+s)yd
/Cl( s —s)z'ds Cl< s+ s)y'ds

= [ (1=29)(-Dds+ [ 1ds

Cl Cl
52 5o
= 2/51 sds:[sﬂ =1

S1

Weg 022

o= doly)=y1-y2 0<y<1
y = a(xr) =V1—2a? 0<z<1

/CQ(x —y)dx+/02(x+y)dy

_ /IO(I —V1—2?)da + /OI(MJr y)dy

Alternativ: Parametrisierung des Weges:
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262 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

r = ¢t :cps(t) } Slﬁztoé /2

t2:7T/2

/x— dx—l—/ (x 4+ y)dy
Co

dx dy
t— t)—dt t int)—dt
. (cost — sin d + CQ(COS + sint) i

to

I
\

[(cost —sint)(—1)sint + (cost + sint) cost] dt

I
—

t1
to

{ costsint + sint cost + sin? ¢ + cos t} dt
t1

I
—

to

dt = [1]> = [(]7/* = x/2

Il
T~

1

m Das Wegintegral héangt im Allgemeinen nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt ab,
sondern vom Verlauf des Integrationsweges selbst ab!

N Im Ausdruck

[ Ai@de + [ fa(@dy

lassen sich die Funktionen f; und f5 zu einem Vektor zusammenfassen:

entsprechend fiir 3 Dimensionen:

. f1 (JZ_") dx
f(@) = | fa(2) di = | dy

N Statt Wegintegral spricht man oft auch von Kontur- oder Kurvenintegral
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CAS-Beispiel | @

Nutzen Sie die Funktion PLOT trajectory des mathchem-Moduls, um die Kurven ver-
schiedener Wegintegrale graphisch darzustellen:

from sympy.abc import u, v, t
from mathchem import PLOT_trajectory

PLOT_trajectory (-ux*2-v**2+3,
u, -1, 1, v, -1, 1, 0.2+2*xt**3, t, t, -0.7, 0.7)

from sympy import sin

PLOT_trajectory (-ux*2-v**2+3,
u, -1, 1, v, -1, 1, 2*t, sin(8*xt), t, -0.4, 0.4)

D Als geschlossenen Integrationsweg bezeichnet man Wege, bei denen Anfangs-
und Endpunkt zusammenfallen.

Symbol:

S Ist ein Wegintegral einer Funktion f(f) fiir einen beliebigen geschlossenen Weg gleich

Null, so hdingt fiir jedes Wegintegral von f das Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt
ab.

B
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"""
Nutzen Sie die Funktion PLOT_trajectory des mathchem-Moduls,
um die Kurven verschiedener Wegintegrale graphisch darzustellen:
"""

from sympy.abc import u, v, t
from mathchem import PLOT_trajectory

PLOT_trajectory(-u**2-v**2+3, u, -1, 1, v, -1, 1, 0.2+2*t**3, t, t, -0.7, 0.7)

##################################################

from sympy import sin

PLOT_trajectory(-u**2-v**2+3, u, -1, 1, v, -1, 1, 2*t, sin(8*t), t, -0.4, 0.4)


HE
'CAS Python Beispiel'
Python-Quellcode
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= A7) - di = r)-dz
[ f@y-az = [ fl@)-a
A— B A— B
An C) und C) = —C5y wurden nur die Forderungen gestellt, den geschlossenen Weg

C zu ergeben und den Anfangs- und Endpunkt gemeinsam zu haben! = / f (%) - dZ ist

wegunabhéngig!

‘? —

e | Welche Eigenschaften muf3 eine Funktion f(&) besitzen, damit dessen Wegintegrale
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngen?

4.4.3 Wegintegrale fiir Gradientenfelder

D Eine Funktion G(7) heifft Gradientenfeld, falls sie sich als Gradient eines skalaren
Feldes S(Z) darstellen laft:

03
ox
03
dy
03
9z

S wird als Potentialfunktion bezeichnet und ist bis auf eine Konstante festgelegt.

S Das Wegintegral einer Gradientenfunktion é(f) hdingt nur vom Anfangs- und End-
punkt des Weges ab.

B
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C C

= e a—sdx + a—de + a—Sdz

#a Ox Jy 0z
vollstandiges oder totales Differential d.S
Sp(#n)
- [ s
Sa(Ea)
= Sp—5a

?

o | Gibt es Vektorfelder, die keine Gradientenfelder sind, aber dennoch wegunabhéngige
Wegintegrale besitzen?

S Das Wegintegral eines Vektorfeldes ff(:?) 1st nur dann wegunabhdngig, wenn es als
Gradientenfeld eines skalaren Feldes S(Z) dargestellt werden kann, d.h.:

AE) = VS(@)

Ay (%
D Unter der Rotation eines Vektorfeldes A(7) = ( Aggfg ) (ff cR® 7 ¢ ]R3)
As(7)
versteht man den Ausdruck
R = rot A(Z) =V x A(Z)
0As 0A
e |
| o e | ( i )
0z ox R,
0Ay  0A
Or Oy

d.h. es entsteht ein neues Vektorfeld R(T).

As(Z)
Av s, Aoy, Aoy, Aoy Asg, Asy, As .. Die Eigenschaft V x A =0 ist eine notwendige und

Ay (Z)
S Sei A(%) = ( Ay(7) ) ein Vektorfeld mit stetigen partiellen Ableitungen A; ., A,
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4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

hinreichende* Bedingung fiir die Wegunabhdngigkeit des Wegintegrals / ff(f) -d¥, d.h.
c

es muf gelten:

DA; DA
Oy 0z
DA, DA
92 Or
04,  0A
Ox Oy

=0 oder

0A; DA
Oy 0z
DA, 0As
92 Or
04, 0A,
Or Oy

Damit gilt: ff(f) ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn

rotd = VxA=0

ist. Mit A =VS entspricht diese Bedingung offensichtlich:

0?8
0yoz
0?8
0z0x
025
0x0y

0?S
020y
0?8
0x0z
0?8
0yox

Damit hat man schliellich ein Kriterium fiir die Vollstédndigkeit einer Differentialform.

Integrabilitdtsbedingung;:

S Entsprechend der obigen Definition ist

dv = AleL' + AQ dy + AgdZ
ein vollstindiges Differential, falls
0As  0Ay 0A;  0A3 und 04,  0A
oy 0Oz 0z ox Oy

d.h. es gibt eine Stammfunktion V(x,y, z).

bzw. in zwei Dimensionen:

Ajdr + Aqdy

*Genau genommen muss dafiir, dass die Bedingung hinreichend ist, gelten, dass die Funktion auf einen
einfach zusammenhéngenden Gebiet definiert ist (sieche weiterfithrende Literatur).
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1st vollstindig, falls:

04, _ oA,
or Oy

Beispiele:

a) Die Kraft auf einen Korper im Weltall aufgrund der Schwerkraft ist

- mmg T mmg _
J— _7 — _r)/ — ez
7217 [

Masse des Korpers
mg : Masse der Erde
7 :  Ortsvektor des Korpers
Ursprung: Erdmittelpunkt
v : Gravitationskonstante

R 1 7 .
F = _OWW mit C' =~y mmg
Definiere:
G-_p - ¢ 1
GG
L 1/2
mit 7= |y und \ﬂ:(x2+y2+22)
z
o0 4+ + )3
VxG = VxC| y/(z>+y>+ 222
2/(x% + 1% + 2%)2
(_%) 22y — y2z
= C(x2+ 2+22>g 12z — 22%
Yy y2x — 12y
= C0
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268 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

Berechnung von V:

Ist man in unendlicher Entfernung von der Erde, so ist dort Foder G=0.DaV
bis auf eine Konstante fest steht, wiahlen wir V' (oo) = 0. Wie lautet V (75) :

—00 S~——
0
Der Integrationsweg ist beliebig!
— 7:‘0 = — —
V(ry) = / G(F) - dr
r—00
($0,0,0) (x03y070)
_ C / Y dr+C Yy
(00,0,0) (224 y2 + 22)2 (20,00) (22 +y? + 22)2
(%0,Y0,20) z
+C ~dz
(@0y0,0) (a2 4+ y? + 22)2
l O ] (20,0,0) _C (z0,y0,0)
(@2 + 42 +22)2 [ (o0 LEZ+Y2+22)2 11 00
_C (%0,Y0,20)
+ [ 2 2 2 1]
<J; Ty T2 )2 (%0,Y0,0)
B C N C C L C C . C
To o0 (s34ud): To (F+yd+:3): (@F+ud)e
B C
(3 + 3 + 23)°
B C
|70l

D.h. die Potentialfunktion ist eine eindeutige Funktion vom Ort und héngt nur
vom Abstand ab.

. 1
V(|7]) o 7
solange |7| > rg (Erdradius)
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b) Thermodynamik:

Statt Potentialfunktionen spricht man von Zustandsfunktionen, die den Zu-
stand eines Systems in eindeutiger Weise kennzeichnen und nicht davon abhéngen,
auf welchem Wege, d.h. iiber welche Prozefifithrung der Zustand eingestellt wurde.

Innere Energie U (Gesamtenergie des Sytems):

allgemein: U = U(T,p,V)
T, p,V sind tiber Zustandsgleichung p = p(V, T) verkniipft.
z.B. ideales Gas (1 mol):

_ BT
b=y
U = U(T,V)
totales Differential:
oU oU
dU = () dT—i—() dV
orT v v ).
oU

= dT — | d

Cy + (8V>T Vv

Cy : molare spezifische Wéarme bezogen auf 1 mol bei konstantem Volumen.

Fiir ein ideales monoatomares Gas gilt:

3
= —-RT
U 2R
ou 3
.h. = —=-R=
d Cv a7 2R const
oU
= — 0
oV
dU = CydT

m Nicht jede thermodynamische Grofe ist eine Zustandsfunktion

1. Hauptsatz der Thermodynamik:
dU = é@ + 5\%
Wirmemenge Arbeit
0Q = dU — W
= dU + pdV Volumenénderung
CydT + pdV ideales Gas

T

= CVdT—I—]?/dV
9Cy , , ORI R
oV or v V
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270 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung

= 0@ ist kein vollstédndiges Differential, da die Integrabilitéitsbedingung nicht erfiillt
ist.

4.4.4 Mehrfachintegrale

Problem: Im Planquadrat einer Karte sei die Hohe h(z,y) angegeben. Wie grof ist die
mittlere Hohe in diesem Planquadrat?

Ax
T T
Y2 | '
€ [
[
T 1o
T [
- [
€ [
T L
I |
JE------ o] Ay
[
[
1T [
- [
€ [
[
T 5
- [
Y1 S e e s e
T ¢ To

1. Schritt: Berechnung der Fléche des Planquadrats:

A = (r2—m1)(y2 — 1)

Ng
= 2(92 — ) Az
i=1
Ny Ny
= > D Ay| Az
i=1 \j=1
Nz Ny
= Nggloo; ( giinm; Ay) Ax
Y2

2. Schritt: Berechnung der mit der Hohe gewichteten Fléche

Analog zur Umformung fiir A:

H = /:2 (/:2 h(z, y)dy) dz

z.B. : h(z,y) = ax + by
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X2 ]_
= /x (afv(ya — )+ §b(y§ - yf)) dx

1

1 1
= gales —a0)(ye — o) + 5b(wa = 21) (3 — v1)
N +
R T e
2 2
3. Schritt
-  H  xmtm Y2 + 41
h = I =a 5 +b 5

D Integrale vom Typ

T2 ry2=¢2(x)
/:E /y f(z,y)dydz

1 1=¢1(x)

werden als Mehrfachintegrale bezeichnet (hier Doppel- oder Zweifachintegral ) wobei
von “innen” nach "auflen” integriert wird (d.h. zuerst beziiglich y dann beziglich x). Die
Ausdehnung des Integrationsbereiches wird durch die Abhdngigkeit der Integrationsgrenzen

von den tbrigen unabhdngigen Variablen zum Ausruck gebracht.

)
. $2(2)
/
$1(x)
L~
1 2 i
Beispiel:
Volumen einer Kugel mit Radius R:
hMa,y) = JR?—2?—y°

Hohe iiber x, y—Ebene
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272 4.4. Mehrdimensionale Integralrechnung
Y
ule) = VR
=
‘ r = 0 To = R ?
¢1(z) = 0 =const.
Betrachte 1. Oktant
_— ) VE—Z
= ~y(R? — 22 — )2 + (R? — 22) arcsin ——2—— dx
x1 2 _y< y ( ) R2 _ x2 0
[ 1
—~
1 = R2 — 2
- 5/ VR 22(R? — 22 — (R® — 2%))? +(R? — 2?) arcsin (R?:EQ>
1 — X
0
i /2
0
—0(R? — 2%) + (R? — 2°) arcsin T dx

was zu erwarten war!

Berechnung mittels Polarkoordinaten:

v

8

[ h(r.6)dAGr.0)

/OR /0 h(r, 6) r dedr

/R/g VR~ 2 dgdr
0 0
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YA

dr
dA =rdedr
dor
r
dr x
R
= g/ VR? —r2rdr
0
. m 1 2 2§R
5 (-3) [P =]
_ _Tn_p2d
=~ [0- (&)
T
_R3
6
14m
_ 77R3
8 3
=V LR
= -7
3

S Fiir ein Mehrfachintegral gilt beim Ubergang von einem Koordinatensystem in ein
zweites, z.B. (z,y) — (r o)

/ / . y)dyde = / /,w y(r,¢)) |D| dgdr
= / /hl(r ®) |D| dedr

mat der Jacobischen Determinante

Or O
p _ | Or 0¢|_0r0y 0Ozdy
T |9 9y | aroe  door
or 0¢

Beispiel: kartesische — polare Koordinaten:

7 COS ¢

= rsing
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cos¢ —rsin ¢

b= sing  rcoso¢

=rcos® ¢ + rsin® ¢

=r

Anwendung;:

Yi
0 < o0 0<zr<o0
/ 0<¢<m/2]0<y<o0
r
¢ »
x
00 71'/2_2
:/ e " rdrde
o Jo
= go e rdr
T —1 r2]9°
= 57l
-1
_ T
4
=1 = ﬁ
2

Anwendung in der physikalischen Chemie - Orbitalmodelle: hier Wasserstoff 1s-Orbital
U (7)) = U(r0,6)=Ne w0
mit ay Bohrscher Radius.

_ 2 _ a2 -2
W) = [ = N?e
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hierbei ist |\I/|2 die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons beim Radius r. N ist
ein Normierungsintegral, d.h. die Funktion mufl noch normiert werden, und zwar so, daf3
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im gesamten Raum Wy, gleich eins ist.

Fordere also:

/W(F)dr — 1

R pm 27 o
N /// N2e wdgsinfdor?dr = 1
0 0 0

=

R ,m 27 o
-~ N = [ / / / ¢4 de sin 0d@r2dr
0 0 0

Analoge Vorgehensweise bei 3-fach Koordinaten

kartesische Koordinaten sphérische Koordinaten

L\ sin 06

dy Volumenelement

dx@dz dV =dxdydz

Volumen einer Kugel mit Radius R:

- kartesische Koordinaten

R2_ 3242
! 1dxdydz

S—
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- Kugelkoordinaten

/ F(r,0,0)dV(r,0,8) = /O ) /0 7 /0 " £(r,0,6) 2 sin 0d0dpdr

—7
R 27 7

- / / / r? sin 0dOdedr
0 0 0

3R
— 2-27?[7”]
3 0
A
= —_R3
3
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Abbildung 19
abelsch 15
abgeschlossen 14
Ableitung 163
Absolutbetrag 34, 35

Abstand eines Punktes zu einer Geraden 56

Abstand zweier Punkte 55
Additionstheorem 152
algebraisches Komplement 86
alternierende Reihe 216
antisymmetrische Funktion 118
Antisymmetrische Matrix 66

Bandmatrix 65

Basis 59
Basistransformation 61
bijektiv 19

Bildmenge 19

Bildmenge einer Funktion 19
Bildpunkt 19

Boltzmann Verteilung 158

charakteristische Gleichung 105
charakteristische Matrix 105
charakteristisches Polynom 105

Definitionsbereich 19
dekadischer Logarithmus 159
Diagonalelement 64
Diagonalisierung 114
Diagonalmatrix 65
Differentialform 257
Differentialquotient 163
Differenzmenge 10
Dimension 59
Doppelintegral 271
Drehspiegelung 103
Drehung 102

Dupel 12

Ebene 57

echte Teilmenge 7
Eigenvektor 105

Eigenwert 105
Eigenwertproblem (EWP) 105
eineindeutig 19
Einheitskreis 150
Einheitsmatrix 65
Einheitsvektor 50

Element 6

elementare Umformung 68
endliche Gruppe 15
entartete Eigenwerte 105
Eulersche Formel 35
exakte Differentialform 257
Exponent 150
Exponentialfunktion 156
Extremstelle 175

Folgen 128

Fundamentalsatz der Algebra 146
Funktion 19

Funktionalmatrix 240
Funktionswert 19

ganze rationale Funktionen 143
ganze Zahlen 26

Gaufl Verfahren 79
Gauf-Funktion 157

GauB3-Jordan Verfahren 78
Gauflsche Zahlenebene 34
gebrochen rationale Funktionen 148
geometrische Reihe 217
geordneter Korper 29

geordnetes Paar 12

Gerade 55

gerade Funktion 118
geschlossener Integrationsweg 263

277



278

Index

Gradient 244

Gradientenfeld 264

Graph 20

Grenzwert 130

Grenzwert einer Zahlenfolge 128
Gruppe 15

Gruppenaxiome 15
Gruppentafel 15

Hauptachsentransformation 114

Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung 193

hebbare Unstetigkeit 140

Hessesche Normalform 57

homogenes LGS 95

Identitat 101

imaginére Zahl ¢ 32

Imaginirteil einer komplexen Zahl 32
inhomogenes LGS 95

injektiv 19

Intervalle 30

inverse Matrix 77

inverses Element 17

Inversion 102

irrationale Zahlen 29

Jacobimatrix 240

kartesisches Koordinatensystem 40
kartesisches Produkt 12
Kettenregel 169
Koeffizientenmatrix 95
kommutativ 15

kommutative Gruppe 43

komplex konjugierte Zahl 34
komplexe Zahlen 32
Komponenten 41

Komposition 125

Konturintegral 262
Konvergenzradius 216
Koordinaten 40
Koordinatenfunktion 223
Koordinatentransformation 101
Kreisfunktionen 150
Kreuzprodukt zweier Vektoren 52

kritischer Punkt 175, 247
Kurvenintegral 262
Korper 27

Laplacescher Entwicklungssatz 93
leere Menge 6

linear abhéngig 59

linear unabhéngig 59

linearer Vektorraum 58

lineares Gleichungssystem (LGS) 95
Linearfaktoren 147
Linearkombination 47
linksinverses Element 15
linksneutrales Element 15
Logarithmusfunktion 159

Lénge eines Vektors 50

Matrix 64

Mehrfachintegral 271

Menge 6

Mittelwertsatz der Differentialrechnung 180
Morse-Potential 157

n-dimensionaler Raum 40
n-Tupel 12
Nabla-Operator 244
natiirliche Zahlen 24
natiirlicher Logarithmus 159
neutrales Element 16
Normierung 50

Nullfolge 128

Nullmatrix 65

Nullstellen 147
Nullvektor 43

obere Dreiecksmatrix 65
Obermenge 7

Ordnung 24

Ordnung einer Gruppe 15
orthogonal 51

orthogonale Matrix 81
orthonormale Basisvektoren 63
orthonormierte Vektoren 81
Ortsvektor 41

Parameterdarstellung einer Kurve 224
Partialbruchzerlegung 200
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Partialsumme 216

partielle Ableitung 240

partielle Funktion 224

partielle Integration 195
partikuldre Losung 95
Peano-Axiome 24

Periode 119

periodische Funktion 119
Permutation 83

Phase 35

Pol mit Vorzeichenwechsel 139
Polarkoordinaten 35

Polstelle 139

Polynom 143

Potentialfunktion 264
Potenzfunktionen 150
Potenzreihe 216

Prinzip der vollstandigen Induktion 24
Produktregel 167, 195
punktsymmetrische Funktion 118

quadratisch 64
Quotientenregel 168

Rang einer Matrix 75

rationale Zahlen 27

Realteil einer komplexen Zahl 32
Rechtssystem 53

reelle Zahlen 29

Regel von Sarrus 85

reguldre Matrix 68

Reihe 216
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Einige Beispiele erfordern ein bereitgestelltes Python-Modul. Dieses kann hier gela-
den werden. Speichern Sie die Datei auf Ihrem Computer (rechter Mausklick — Speichern
unter: mathchem.py) und legen Sie sie in einem Ordner Threr Wahl ab. Diesen Ordner
miissen Sie ggf. noch zur Variable PYTHONPATH hinzufiigen. Offnen Sie dazu ein Terminal-
Fenster und geben Sie folgendes ein:

Windows:
setx PYTHONPATH "%PYTHONPATHY,;Pfad_zu mathchem"

macOS und Linux:

echo ’export PYTHONPATH=$PYTHONPATH:Pfad zu mathchem’ >> ~/.profile

source ~/.profile

Alternativ konnen Sie die Variable auch in .bash _profile oder .bashrc speichern, dies
bleibt Thnen iiberlassen.
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def plot_komplex(cnumbers):
    """
    This function plots complex numbers as vectors in the complex plain and
    prints them out in cartesian and polar form.

    Parameters
    ----------
    cnumbers : list
        List of complex numbers.
    """
    from numpy import seterr, max, ceil, abs, random
    import numpy as np
    from mpmath import rect, polar
    import matplotlib.pyplot as plt
    
    seterr(divide = "ignore", invalid = "ignore")

    limit = max(ceil(abs(cnumbers))) + 1
    for i in range(len(cnumbers)):
        cnumbers[i] = complex(cnumbers[i])
        r, phi = polar(cnumbers[i])

        print("z"+str(i+1)+" = "+str(cnumbers[i])+" = "+str(r)+"*exp("+str(phi)+"*j)")
        Q = plt.quiver(0, 0, cnumbers[i].real, cnumbers[i].imag,
                    scale = 1, scale_units = "xy", angles = "xy",
                    units = "xy", width = 0.015*limit, 
                    color = (random.rand(), random.rand(), random.rand()))
        qk = plt.quiverkey(Q, cnumbers[i].real, cnumbers[i].imag, 0, 
                "z"+str(i+1), coordinates = "data")

    plt.xlim(-limit,limit)
    plt.ylim(-limit,limit)
    plt.xlabel("Re(z)")
    plt.ylabel("Im(z)")
    plt.grid(True)
    plt.title("Gauss\'sche Zahlenebene")
    plt.show()
    return

def plot_2Dvektor(vectors):
    """
    This function plots two-dimensional vectors in the x-y-plane and prints
    them out.

    Parameters
    ----------
    vectors : list
        List of numpy.array.
    """
    from numpy import max, ceil, sqrt, seterr, random
    import matplotlib.pyplot as plt
    from string import ascii_lowercase

    seterr(divide = "ignore", invalid = "ignore")
    
    limit = max(ceil([sqrt(vector[0,0]**2+vector[0,1]**2) for vector in vectors])) + 1
    
    for i in range(len(vectors)):
        x1 = vectors[i][0,0]
        x2 = vectors[i][0,1]

        if len(str(x1)) > len(str(x2)):
           print("     ["+str(x1)+"]\n"+
                 ascii_lowercase[i]+" =  ["+" "*len(str(x1))+"]\n"+
                 "     ["+" "*(len(str(x1))-len(str(x2)))+str(x2)+"]\n")
        else:
           print("     ["+" "*(len(str(x2))-len(str(x1)))+str(x1)+"]\n"+
                 ascii_lowercase[i]+" =  ["+" "*len(str(x2))+"]\n"+
                 "     ["+str(x2)+"]\n")

        Q = plt.quiver(0, 0, x1, x2, 
                    scale = 1, scale_units = "xy", angles = "xy", 
                    units = "xy", width = 0.015*limit,
                    color = (random.rand(), random.rand(), random.rand()))
        qk = plt.quiverkey(Q, x1, x2, 0,
                ascii_lowercase[i], coordinates = "data")

    plt.xlim(-limit, limit)
    plt.ylim(-limit, limit)
    plt.xlabel("x1")
    plt.ylabel("x2")
    plt.grid(True)
    plt.show()
    return

def plot_gerade(a, b, l):
    """
    This function draws a three-dimensional straight line a+l*b as well as the vectors
    a, b and l*b.

    Parameters
    ----------
    a : numpy.array
        Support vector of the straight line.
    b : numpy.array
        Direction vector of the straight line.
    l : float
        Scaling factor.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import max, ceil, sqrt

    def vectorDescription(vector, name):
        width = max([len(str(x)) for x in [vector[0, 0], vector[0, 1], vector[0, 2]]])

        return (" "*(len(name)+3) + "[" + " "*(width-len(str(vector[0, 0]))) + str(vector[0, 0]) + "]\n" +
                name +           " = [" + " "*(width-len(str(vector[0, 1]))) + str(vector[0, 1]) + "]\n" +
                " "*(len(name)+3) + "[" + " "*(width-len(str(vector[0, 2]))) + str(vector[0, 2]) + "]\n")

    r = a + l*b

    ax = a[0, 0]
    ay = a[0, 1]
    az = a[0, 2]

    bx = b[0, 0]
    by = b[0, 1]
    bz = b[0, 2]

    rx = r[0, 0]
    ry = r[0, 1]
    rz = r[0, 2]


    for vector, name in [(a, "a"), (b, "b"), (r, "r")]:
        print(vectorDescription(vector, name))

    limit = max(ceil([sqrt(vector[0, 0]**2+vector[0, 1]**2+vector[0, 2]**2) for vector in [a, b, r]])) + 1

    # plot setup
    fig = plt.figure()
    axes = fig.add_subplot(111, projection = "3d")
    axes.set_xlim([-limit, limit])
    axes.set_ylim([-limit, limit])
    axes.set_zlim([-limit, limit])
    axes.set_xlabel("x")
    axes.set_ylabel("y")
    axes.set_zlabel("z")

    # vectors
    axes.quiver([0, 0, ax, ax, 0], [0, 0, ay, ay, 0], [0, 0, az, az, 0], [ax, bx, bx, l*bx, rx], [ay, by, by, l*by, ry], [az, bz, bz, l*bz, rz],
            color = ["blue", "blue", "blue", "blue", "red"])

    # vector labels
    axes.text(ax/2, ay/2, az/2, r"$\vec{a}$", (ax, ay, az))
    axes.text(bx/2, by/2, bz/2, r"$\vec{b}$", (bx, by, bz))
    axes.text(ax+bx/2, ay+by/2, az+bz/2, r"$\vec{a} + \vec{b}$", (bx, by, bz))
    if (l >= 0):
        axes.text(ax+l*bx/2, ay+l*by/2, az+l*bz/2, r"$\vec{a} + $" +str(l) + r"$\,\vec{b}$", (bx, by, bz))
        axes.text(rx/2, ry/2, rz/2, r"$\vec{r} = \vec{a} + $" + str(l) + r"$\,\vec{b}$", (rx, ry, rz))
    else:
        axes.text(ax+l*bx/2, ay+l*by/2, az+l*bz/2, r"$\vec{a} - $" +str(abs(l)) + r"$\,\vec{b}$", (bx, by, bz))
        axes.text(rx/2, ry/2, rz/2, r"$\vec{r} = \vec{a} - $" + str(abs(l)) + r"$\,\vec{b}$", (rx, ry, rz))
    plt.show()
    return

def UMAT1(n, i, _lambda):
    """
    This function creates a n x n matrix that multiplies the ith row of another
    n x n matrix by _lambda.

    Parameters
    ----------
    n : int
        Dimension of the matrix.
    i : int
        Row that should be multiplied by _lambda.
    _lambda : float
        Scalar which the ith row should be multiplied by.

    Returns
    -------
    numpy.matrix
        A matrix.
    """
    from numpy import identity
    U = identity(n, dtype = float)
    U[i-1, i-1] = _lambda
    return U

def UMAT2(n, k, l):
    """
    This function creates a n x n matrix that adds the kth row to the lth row of
    another n x n matrix when multiplied.

    Parameters
    ----------
    n : int
        Dimension of the matrix.
    k : int
        Row that should be added to the lth row.
    l : int
        Row the kth row should be added to.

    Returns
    -------
    numpy.matrix
        A matrix.
    """
    from numpy import identity
    U = identity(n, dtype = int)
    U[k-1, l-1] = 1
    return U

def UMAT3(n, k, l, _lambda):
    """
    This function creates a n x n matrix that adds the kth row multiplied by lambda 
    to the lth row of another n x n matrix when multiplied.

    Parameters
    ----------
    n : int
        Dimension of the matrix.
    k : int
        Row that should be multiplied by _lambda and added to the lth row.
    l : int
        Row that the kth row multiplied by _lambda should be added to.
    _lambda : float
        Scalar that the kth row should be multiplied by.

    Returns
    -------
    numpy.matrix
        A matrix.
    """
    from numpy import identity
    U = identity(n, dtype = float)
    U[k-1, l-1] = _lambda
    return U

def UMAT4(n, k, l):
    """
    This function creates a n x n matrix that swaps the kth row and lth row of
    another n x n matrix when multiplied.

    Parameters
    ----------
    n : int
        Dimension of the matrix.
    k : int
        Row that should be swapped with the lth row.
    l : int
        Row that should be swapped with the kth row.

    Returns
    -------
    numpy.matrix
        A matrix.
    """
    from numpy import identity
    U = identity(n, dtype = int)
    U[k-1, k-1] = 0
    U[l-1, l-1] = 0
    U[k-1, l-1] = 1
    U[l-1, k-1] = 1
    return U

def SERIES(fexpr, var, nmin, nmax):
    """
    This function plots the series fn(n) between nmin and nmax as well as
    its limit as n approaches infinity.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Series that shall be plotted.
    var : symbol
        Variable for which the function should be evaluated (sympy symbol)
    nmin : int
        Minimal value for n.
    nmax : int
        Maximal value for n.
    """
    from sympy import limit, oo
    from sympy.abc import n
    import matplotlib.pyplot as plt

    def fn(n):
        return fexpr.subs(var, n)

    print("Funktion:     fn(n) = " + str(fn(n)))

    try:
        limfn = limit(fn(n), n, oo)
        print("Grenzwert von fn(n) = " + str(limfn))
    except NotImplementedError:
        limfn = None
        print("Grenzwert von fn(n) existiert nicht!")

    NLIST = []
    FNLIST = []

    LIMNLIST = []
    LIMFNLIST = []

    for n in range(nmin, nmax):
        NLIST.append(n)
        FNLIST.append(fn(n))
        # check if limfn is none or infinity
        if ((not limfn is None) and (not limfn.equals("oo") or limfn.equals("-oo"))):
            LIMNLIST.append(n)
            LIMFNLIST.append(float(limfn))

    plt.plot(NLIST, FNLIST, color = "blue", marker = "o", label = "Folge")
    if (len(LIMNLIST) > 0):
        plt.plot(LIMNLIST, LIMFNLIST, color = "red", marker = "s", label = "Grenzwert")
    plt.legend()
    plt.show()
    return

def POLE(fexpr, var):
    """
    This function looks for poles in a function f(x).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function that will be searched for poles.
    var : symbol
        Variable for witch the poles will be searched.
    """
    from sympy import limit, fraction
    from sympy.solvers import solve
    from sympy.abc import x

    def f(x):
        return fexpr.subs(var, x)

    zaehler, nenner = fraction(f(x))
    pol = solve(nenner, x)

    if (len(pol) == 0):
        print("Keine Polstellen gefunden")
        return
    else:
        for i in pol:
            ll = limit(f(x), x, i, "-")
            ul = limit(f(x), x, i, "+")
            if (ul != ll):
                if (ul > 0 and ll > 0 or ul < 0 and ll < 0):
                    print("Polstelle ohne Vorzeichenwechsel bei " + str(var) + " = " + str(i))
                else:
                    print("Polstelle mit Vorzeichenwechsel bei " + str(var) + " = " + str(i))
            else:
                print("Hebbare Unstetigkeit bei " + str(var) + " = " + str(i))
        return

def newton(fexpr, var, x0):
    """
    This funtion searches the root of a funtion in the vincinity of a given starting
    point.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function that will be searched for roots.
    var : symbol
        Independent variable of the function.
    x0 : float
        Starting value for root search.

    Returns
    -------
    x0 : float
        x value of the root.
    """
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x

    def f(x):
        return fexpr.subs(var, x)

    def df(x):
        return diff(f(x), x)

    i = 0

    while (abs(f(x0)) >= 5e-8):
        y = df(x).subs(x, x0)
        x0 -= f(x0)/y
        i += 1
        print("i = " + str(i) + ", x= " + str(x0) + ", f(x) = " + str(f(x0)))

    return x0

def NUMINT(fexpr, var, a, b, eps):
    """
    This function integrates a function f(x) numerically using the Trapezoidal rule
    and Simpson's rule.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Funtion that will be integrated.
    var : symbol
        Variable to integrate over.
    a : float
        Lower boundary for integration.
    b : flaot
        Upper boundary for integration.
    eps : float
        Convergence criterium.
    """
    from scipy import integrate
    from sympy.abc import x

    def f(x):
        return fexpr.subs(var, x)

    def inttrapezoidal(a, b, n):
        return float(f(a)/2 + sum(f(a+i*(b-a)/n) for i in range(1, n)) + f(b)/2) * (b-a)/n

    def intsimpson(a, b, n):
        return float(f(a) + sum(f(a+i*(b-a)/n)*2**(1+i%2) for i in range(1, n)) + f(b)) * (b-a)/(3*n)

    intexact = integrate.quad(lambda t: f(t), a, b)[0]

    n = 10 
    m = 2

    while (abs(inttrapezoidal(a, b, n) - intexact) > eps):
        n += 10
    print("Trapezregel:  " + str(n) + " Teilintervalle")

    while (abs(intsimpson(a, b, m) - intexact) > eps):
        m += 2
    print("Simpsonregel: " + str(m) + " Teilintervalle")
    return 

def taylor(fexpr, var, x0, n):
    """
    This function computes the Taylor polynomial of a function at x0 up to the nth degree.

    Parameters
    ----------
    fexpr : fuction
        Function for which Taylor polynomial will be computed.
    var : symbol
        Variable of function.
    x0 : float
        x position where fexpr will be approximated.
    n : int
        Degree of the polynomial.

    Returns
    -------
    Taylor polynomial
    """
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x
    from mpmath import fac

    def f(x):
        return fexpr.subs(var, x)

    return sum(diff(f(x), x, i).subs(x, x0)*(var-x0)**i/fac(i) for i in range(n+1))

def PLOT_PART_FUN_Y0(fexpr, y0, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function f(x, y) as well as the
    function's contour lines and a parametric partial function f(x, y0).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function which will be plotted.
    y0 : float
        y value at which the partial function f(x, y0) will be drawn.
    varx : symbol
        x variable of function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    print("Partielle Funktion:                 f(x, y0) = " + str(f(x, y0)))

    if (y0 < y1 or y0 > y2):
        print("y0 = " + str(y0) + " liegt ausserhalb des Intervalls [" + str(y1) + ", " + str(y2) + "]")
        return

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])
    
    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    vx = linspace(x1, x2, 30)
    vy = y0
    vz = [f(vx_i, vy) for vx_i in vx]

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")
    
    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", linewidth = 0.5)
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # parametric curve
    ax.plot(vx, full(30, vy), vz, label = r"$f(x, y_0)$", color = "red", linewidth = 3.0)

    # x line
    ax.plot(vx, full(30, vy), zeros(30), color = "blue", linewidth = 3.0)
    
    ax.legend()
    plt.show()
    return

def PLOT_PART_FUN_X0(fexpr, x0, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function f(x, y) as well as the
    function's contour lines and a parametric partial function f(x0, y).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function which will be plotted.
    x0 : float
        x value at which the partial function f(x0, y) will be drawn.
    varx : symbol
        x variable of function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    print("Partielle Funktion:                 f(x0, y) = " + str(f(x0, y)))

    if (x0 < x1 or x0 > x2):
        print("x0 = " + str(x0) + " liegt ausserhalb des Intervalls [" + str(x1) + ", " + str(x2) + "]")
        return

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    vx = x0
    vy = linspace(y1, x2, 30)
    vz = [f(vx, vy_i) for vy_i in vy]

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")
    
    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function and contour lines
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", linewidth = 0.5)
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # partial function
    ax.plot(full(30, vx), vy, vz, label = r"$f(x_0, y)$", color = "lime", linewidth = 3.0)

    # x line
    ax.plot(full(30, vx), vy, zeros(30), color = "blue", linewidth = 3.0)
    
    ax.legend()
    plt.show()
    return

def PLOT_A(fexpr, x0, y0, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function of two
    variables f(x, y), the partial function f(x, y0) as well as the
    tangent in x direction at (x0, y0).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot.
    x0 : float
        x coordinate for the tangent line.
    y0 : float
        y coordinate for the tangent line and partial function.
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    def dfdx(xi, yi):
        return diff(f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

    def dfdy(xi, yi):
        return diff(f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

    z0 = f(x0, y0)
    dfdx0 = dfdx(x0, y0)
    dfdy0 = dfdy(x0, y0)

    print("Funktion:            f(x, y)     = " + str(f(x, y)))
    print("Funktionswert:       f(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ")   = " + str(f(x0, y0)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(x, y) = " + str(dfdx(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdx0))
    print("partielle Ableitung: df/dy(x, y) = " + str(dfdy(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dy(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdy0))

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    # parametric tangent line
    tx = linspace(x1, x2, 30)
    ty = y0
    tz = [z0 + dfdx0*(tx_i-x0) for tx_i in tx]

    # parametric patial function
    vx = linspace(x1, x2, 30)
    vy = y0
    vz = [f(vx_i, vy) for vx_i in vx]

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function and contour lines
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", linewidth = 0.5)
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # partial function
    ax.plot(vx, full(30, vy), vz, label = r"$f(x, y_0)$", color = "red", linewidth = 3.0)

    # partial derivative
    ax.plot(tx, full(30, ty), tz, label = r"$f_x(x_0, y_0)$", color = "lime", linewidth = 3.0)

    # points
    ax.plot([0, x0], [0, 0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.plot([x0, x0], [0, y0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, 0, r"$(x_0, y_0)$")
    ax.plot([x0, x0], [y0, y0], [0, z0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, z0, r"$f(x_0, y_0)$")

    ax.legend()
    plt.show()
    return

def PLOT_B(fexpr, x0, y0, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function of two
    variables f(x, y), the partial functions f(x, y0) and f(x0, y) as 
    well as the tangent in x and y direction at (x0, y0) and the
    corresponding tangent plane.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot.
    x0 : float
        x coordinate for the tangent plane.
    y0 : float
        y coordinate for the tangent plane.
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    def dfdx(xi, yi):
        return diff(f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

    def dfdy(xi, yi):
        return diff(f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

    z0 = f(x0, y0)
    dfdx0 = dfdx(x0, y0)
    dfdy0 = dfdy(x0, y0)

    def tplane(x, y):
        return z0 + dfdx0*(x-x0) + dfdy0*(y-y0)

    print("Funktion:            f(x, y)     = " + str(f(x, y)))
    print("Funktionswert:       f(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ")   = " + str(f(x0, y0)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(x, y) = " + str(dfdx(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdx0))
    print("partielle Ableitung: df/dy(x, y) = " + str(dfdy(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dy(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdy0))

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))
    tplanevals = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])
            tplanevals[i, j] = tplane(xrange[i, j], yrange[i, j])

    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    # parametric tangent line in y direction
    sx = x0
    sy = linspace(y1, y2, 30)
    sz = [z0 + dfdx0*(sy_i-y0) for sy_i in sy]

    # parametric tangent line in x direction
    tx = linspace(x1, x2, 30)
    ty = y0
    tz = [z0 + dfdy0*(tx_i-x0) for tx_i in tx]

    # partial function in y direction
    ux = x0
    uy = linspace(y1, y2, 30)
    uz = [f(ux, uy_i) for uy_i in uy]

    # partial function in x direction
    vx = linspace(x1, x2, 30)
    vy = y0
    vz = [f(vx_i, vy) for vx_i in vx]

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function and contour lines
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", linewidth = 0.5)
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # partial functions
    ax.plot(full(30, ux), uy, uz, label = r"$f(x_0 ,y)$", color = "cyan", linewidth = 3.0)
    ax.plot(vx, full(30, vy), vz, label = r"$f(x, y_0)$", color = "red", linewidth = 3.0)

    # partial derivatives
    ax.plot(full(30, sx), sy, sz, color = "lime", linewidth = 3.0) 
    ax.plot(tx, full(30, ty), tz, color = "lime", linewidth = 3.0)

    # tangent plane
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, tplanevals, color = "lime", linewidth = 0.5)

    # points
    ax.plot([0, x0], [0, 0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.plot([x0, x0], [0, y0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, 0, r"$(x_0, y_0)$")
    ax.plot([x0, x0], [y0, y0], [0, z0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, z0, r"$f(x_0, y_0)$")

    ax.legend()
    plt.show()
    return

def PLOT_C(fexpr, x0, y0, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function of two
    variables f(x, y) and the gradient at (x0, y0).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot.
    x0 : float
        x coordinate for the gradient vector.
    y0 : float
        y coordinate for the gradient vector.
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    def dfdx(xi, yi):
        return diff(f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

    def dfdy(xi, yi):
        return diff(f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

    z0 = f(x0, y0)
    dfdx0 = dfdx(x0, y0)
    dfdy0 = dfdy(x0, y0)

    print("Funktion:            f(x, y)     = " + str(f(x, y)))
    print("Funktionswert:       f(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ")   = " + str(f(x0, y0)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(x, y) = " + str(dfdx(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdx0))
    print("partielle Ableitung: df/dy(x, y) = " + str(dfdy(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dy(" + str(x0) + ", " + str(y0) + ") = " + str(dfdy0))

    gscal = 1.0
    
    vx = x0 + gscal*dfdx0
    if (vx > x2):
        gscal = 0.9 * (x2-x0)/(vx-x0)
    elif (vx < x1):
        gscal = 0.9 * (x0-x1)/(x0-vx)

    vy = y0 + gscal*dfdy0
    if (vy > y2):
        gscal = 0.9 * (y2-y0)/(vy-y0)
    elif (vy < y1):
        gscal = 0.9 * (y0-y1)/(y0-vy)

    print("Gradient skaliert mit " + str(gscal))

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function and contour lines
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", linewidth = 0.5)
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # gradient vector
    ax.quiver(x0, y0, 0, gscal*dfdx0, gscal*dfdy0, 0, color = "red")

    # points
    ax.plot([0, x0], [0, 0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.plot([x0, x0], [0, y0], [0, 0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, 0, r"$(x_0, y_0)$")
    ax.plot([x0, x0], [y0, y0], [0, z0], color = "blue", marker = "o", linewidth = 3.0)
    ax.text(x0, y0, z0, r"$f(x_0, y_0)$")

    ax.legend()
    plt.show()
    return

def PLOT_D(fexpr, varx, x1, x2, vary, y1, y2):
    """
    This function plots a three-dimensional plot of a function of two
    variables f(x, y) and the gradient field projected on a 2D plane.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot.
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from itertools import product
    from sympy import diff
    from sympy.abc import x, y

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    def dfdx(xi, yi):
        return diff(f(x, y), x).subs(x, xi).subs(y, yi)

    def dfdy(xi, yi):
        return diff(f(x, y), y).subs(x, xi).subs(y, yi)

    print("Funktion:            f(x, y)     = " + str(f(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dx(x, y) = " + str(dfdx(x, y)))
    print("partielle Ableitung: df/dy(x, y) = " + str(dfdy(x, y)))

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

    scal = 0.5
    ndiv = 15
    zmin = amin(fvalues) - 1
    zmax = amax(fvalues)

    coord = [x1+(x2-x1)*k/ndiv for k in range(ndiv + 1)]
    points2d = list(map(list, product(coord, coord)))
    
    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([zmin, zmax])

    # 3D function and contour lines
    ax.plot_surface(xrange, yrange, fvalues, label = r"$f(x, y)$", color = "blue", cmap = "winter")
    ax.contour(xrange, yrange, fvalues, 5, offset = zmin, linewidths = 1.0, colors = ("fuchsia", "orange", "yellow", "green", "cyan"))

    # compute vectors at given point
    for k in points2d:
        x0 = k[0]
        y0 = k[1]
        vecx0 = x0 + scal*dfdx(x0, y0)
        vecy0 = y0 + scal*dfdy(x0, y0)

        if(vecx0 > x2 or vecy0 > y2 or vecx0 < x1 or vecy0 < y1):
            continue
        else:
            ax.quiver(x0, y0, zmin, scal*dfdx(x0, y0), scal*dfdy(x0, y0), 0, color = "blue")

    plt.show()
    return

def PLOT_trajectory(fexpr, varx, x1, x2, vary, y1, y2, txexpr, tyexpr, vart, t1, t2):
    """
    This function draws a three-dimensional plot of a function f(x, y), a path
    along that function and a projection of the path onto the xy-plane.

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot.
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    txexpr : function
        x component of parametric path with independent variable t.
    tyexpr : function
        y component of parametric path with independent variable t.
    vart : symbol
        Independent variable of txexpr and tyexpr.
    t1 : float
        Lower bound for evaluation of txexpr and tyexpr.
    t2 : float
        Upper bound for evaluation of txexpr and tyexpr.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import full, linspace, zeros, transpose, amin, amax
    from sympy.abc import x, y, t

    def f(x, y):
        return fexpr.subs(varx, x).subs(vary, y)

    def ptx(t):
        return txexpr.subs(vart, t)

    def pty(t):
        return tyexpr.subs(vart, t)

    print("Funktion:            f(x, y) = " + str(f(x, y)))
    print("Funktion:            ptx(t)  = " + str(ptx(t)))
    print("Funktion:            pty(t)  = " + str(pty(t)))

    xrange = full((30, 30), linspace(x1, x2, 30))
    yrange = transpose(full((30, 30), linspace(y1, y2, 30)))
    fvalues = zeros((30, 30))

    for i in range(30):
        for j in range(30):
            fvalues[i, j] = f(xrange[i, j], yrange[i, j])

    zmin = amin(fvalues)
    zmax = amax(fvalues)

    tx = [ptx(ti) for ti in linspace(t1, t2, 30)]
    ty = [pty(ti) for ti in linspace(t1, t2, 30)]
    tz = [f(tx[i], ty[i]) for i in range(30)]

    # check if ptx(t1), ptx(t2), pty(t1) and pty(t2) are within specified plot range
    returnState = False

    if (ptx(t1) < x1 or ptx(t1) > x2):
        print("ptx(" + str(t1) + ") = " +str(ptx(t1)) + " ist ausserhalb des Plotbereichs")
        returnState = True
    if (ptx(t2) < x1 or ptx(t2) > x2):
        print("ptx(" + str(t2) + ") = " +str(ptx(t2)) + " ist ausserhalb des Plotbereichs")
        returnState = True
    if (pty(t1) < y1 or pty(t1) > y2):
        print("pty(" + str(t1) + ") = " +str(pty(t1)) + " ist ausserhalb des Plotbereichs")
        returnState = True
    if (pty(t2) < y1 or pty(t2) > y2):
        print("pty(" + str(t2) + ") = " +str(pty(t2)) + " ist ausserhalb des Plotbereichs")
        returnState = True

    if (returnState):
        return

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$f(x, y)$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    if (zmax > 0):
        ax.set_zlim(0, zmax)
    else:
        ax.set_zlim(zmin, 0)

    # 3D function
    ax.plot_wireframe(xrange, yrange, fvalues, color = "blue", linewidth = 0.5)

    # parametric path
    ax.plot(tx, ty, tz, color = "red", linewidth = 3)

    # projection of parametric path onto xy plane
    ax.plot(tx, ty, zeros(30), color = "blue", linewidth = 3)
    ax.text(ptx(t1), y1, 0, r"$a$", color = "blue")
    ax.text(ptx(t2), y1, 0, r"$b$", color = "blue")

    plt.show()
    return

def PLOT_vec_xyz(fexpr, varx, x1, x2, vary, y1, y2, varz, z1, z2):
    """
    This function draws a three-dimensional vector field f(x, y, z).

    Parameters
    ----------
    fexpr : function
        Function to plot (vector).
    varx : symbol
        x variable of the function.
    x1 : float
        Lower bound of the plot in x direction.
    x2 : float
        Upper bound of the plot in x direction.
    vary : symbol
        y variable of the function.
    y1 : float
        Lower bound of the plot in y direction.
    y2 : float
        Upper bound of the plot in y direction.
    varz : symbol
        z variable of the function.
    z1 : float
        Lower bound of the plot in z direction.
    z2 : float
        Upper bound of the plot in z direction.
    """
    import matplotlib.pyplot as plt
    from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
    from numpy import zeros, isfinite
    from itertools import product
    from sympy.abc import x, y, z

    def f(x, y, z):
        return [i.subs(varx, x).subs(vary, y).subs(varz, z) for i in fexpr]

    print(str(varx) + " in Funktionsdefinition durch x ersetzt")
    print(str(vary) + " in Funktionsdefinition durch y ersetzt")
    print(str(varz) + " in Funktionsdefinition durch z ersetzt")

    print("Funktion: f(x, y, z) = " + str(f(x, y, z)))

    ndiv = 8
    coordx = zeros(ndiv)
    coordy = zeros(ndiv)
    coordz = zeros(ndiv)

    for k in range(ndiv):
        coordx[k] = x1+(x2-x1)*k/ndiv
        coordy[k] = y1+(y2-y1)*k/ndiv
        coordz[k] = z1+(z2-z1)*k/ndiv

    points3d = list(map(list, product(coordx, coordy, coordz)))

    fig = plt.figure()
    ax = fig.add_subplot(111, projection = "3d")

    ax.set_xlabel(r"$x$")
    ax.set_ylabel(r"$y$")
    ax.set_zlabel(r"$z$")

    ax.set_xlim([x1, x2])
    ax.set_ylim([y1, y2])
    ax.set_zlim([z1, z2])

    for k in points3d:
        x0 = k[0]
        y0 = k[1]
        z0 = k[2]
        deltx0 = f(x0, y0, z0)[0]
        delty0 = f(x0, y0, z0)[1]
        deltz0 = f(x0, y0, z0)[2]
        vecx0 = float(x0 + deltx0)
        vecy0 = float(y0 + delty0)
        vecz0 = float(z0 + deltz0)
        # filter out NaN and infinity
        if (isfinite(vecx0) and isfinite(vecy0) and isfinite(vecz0)):
            # plot only vectors within x, y and z limits
            if (vecx0 < x1 or vecx0 > x2 or vecy0 < y1 or vecy0 > y2 or vecz0 < z1 or vecz0 > z2):
                continue
            else:
                ax.quiver(x0, y0, z0, deltx0, delty0, deltz0, color = "blue")

    plt.show()
    return


{YLemke} description
'Einfuehrung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschafen'
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In Python kann diese Datei mittels import mathchem geladen werden. Um alle Beispiele
ausfithren zu konnen, benodtigen Sie auflerdem die Module NumPy, SciPy, Matplotlib,
SymPy und mpmath.
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http://www.numpy.org
https://www.scipy.org
https://matplotlib.org
http://www.sympy.org
http://mpmath.org
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